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CHAPITRE PREMIER 


INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES 


$ 1. Intégrale double en coordonnées rectangulaires 


Soit f (x, y) une fonction définie dans un domaine D fermé et borné du 
plan xOy. Partageons le domaine D d’une façon arbitraire en n domaines élé- 
mentaires de surfaces A0, A0:, ..., Ao, et de diamètres d,, de, . .., dh (on 
appelle diamètre d'un domaine la plus grande distance entre deux points fron- 
tières appartenant à ce domaine). Choisissons dans chaque domaine élémentaire 
un point arbitraire P, (ë; 14) et multiplions la valeur de la fonction en ce 
point par l'aire de ce domaine élémentaire. 

On appelle somme intégrale de la fonction f (x, y) dans le domaine D une 
somme de la forme 


D TER nn) AOk=f (Es, 14) A+ (Ë2, n2) AG... + f (En, Nn) AGn-. 


kR=1 


On appelle intégrale double de la fonction f (x, y) dans le domaine D la 
limite de la somme intégrale à condition que le plus grand diamètre des domaines 
élémentaires tende vers zéro: 

n 


| | f(x, y) ER D f En» nr) AGk: 


D R=1 


Si la fonction f (x, y) est continue dans le domaine fermé D, alors la limite 
de la somme intégrale existe et ne dépend ni du mode de partitionnement du 
domaine D en éléments ni du choix des points P, (théorème d'existence de l'inté- 
grale double). 

Si f(x, y) > 0 dans le domaine D, alors l'intégrale double 


{rt na 


D 


: — f (x, y), latéralement par une surface cylindrique à génératrices parallèles 
l'axe Oz et inférieurement par le domaine D du plan xOy. 
Propriétés essentielles des intégrales doubles 


ï J] La (es 0) + fa (e, y] do = \] fa (a, y) do + J] fa (a, y) do. 


est égale au volume du corps cylindrique limité supérieurement par une surface 
à 


2) | c-f(z, y) do=c | | f(x, y) do, où c est une constante. 
D D 
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| 8) Si le domaine d'intégration D est partagé en deux domaines D, et D», 
alors 


J} f(x, y) do= | | f(x, y) do+ | | f(æ, y) do: 


Di Do 


En coordonnées cartésiennes, l'intégrale double s'écrit habituellement comme 
suit 


{| f(x, y) dx dy. 


D 


Règles de calcul des intégrales doubles 

On distingue deux types fondamentaux de domaines d'intégration : 

1) Le domaine d'intégration D est limité à gauche et à droite par les droites 
z—aet x — b (a < b), inférieurement et supérieurement par les courbes con- 


Fig. 1 Fig. 2 


tinues y = Qu (x) et y —= pe (x) (Qu (x) << Pa (x)), dont chacune est coupée par 
une droite verticale en un seul point (fig. 1). | 
Pour un tel domaine, l'intégrale double se calcule d'après la formule 


b Po(X) 
Î | fe, v) dr dy= { de | 1@ nv: 
D a P,(x) 


patx) 
dans ces conditions, on calcule d’abord l'intégrale | f(x, y)dy, où x est 


RE | p1(x) 
considéré constant. 


2) Le domaine d'intégration D est limité inférieurement et supérieurement 
par les droites y = c et y — d (c < d), à gauche et à droite par les courbes con- 
tinues z = VW, (y) et zx — NE (y) (1 (y) L'Y2 (y)), dont chacune est coupée par 
une droite horizontale seulement en un point (fig. 2). 

Pour un tel domaine, l'intégrale double se calcule d’après la formule 


/ d' .va(n) 
fremaray= (ay | ft mas: 
D c d1(Y) 
Ÿa(y) 
dans ce cas, on calcule d’abord l'intégrale f (x, y) dx, où y est considéré 
10) 


constant. 
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Les deuxièmes membres des formules indiquées sont appelés intégrales 


doubles ou répétées. 


Dans le cas général, le domaine d'intégration est ramené par partitionnement 


aux types fondamentaux examinés ci-dessus. 


2. Calculer {| (zx — y) dx dy, si le domaine D est limité par 


D 
les lignes y — 2 — x°, y — 2x — 1. 
Solution. Construisons le domai- 
ne D. La première ligne est une parabole 
symétrique par rapport à l’axe Oy dont le 
sommet se situe au point (0; 2). La seconde 
ligne est une droite. En résolvant les deux 
équations y —2—1x et y—2r — 1 de 
facon à les satisfaire en même temps, on 
trouve les coordonnées des points d'’inter- 
section À et B:A(—3; —7), B(1;1) 
(fig. 3). 


Le domaine d'intégration appartient au a} 


premier type. On a 


3 
1 , 


— Zi —2r+x+ 2m — 2x ++) dx = 


Fig. 3 


— fay—sw| dz= | (2722 +27? — 
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3. Intervertir l’ordre d'intégration pour l’intégrale 


1 1-x2 
| dx | f(x, y) dy. 
—1 -V1-x 


Solution. Le domaine d'intégration D est limité par les 
lignes (fig. 4)] 


z= 14,24, y= —Vi— x, y—1— 2x2. 


Changeons l’ordre d'intégration et pour ce faire mettons le 
domaine donné sous forme de deux domaines (du second type): 


Fig. 4 


D, limité à gauche et à droite par les branches de la parabole x — 
= +V1—-y(0<y<1), et D, limité par les arcs de circonfé- 
rence = +WV1—y(-—1<y< oO). 

On a alors 


Jar | fan 


dl Vis 
1 Vi -y 0 VA -7° 
= {4 | fendr+|dy | ju. 
0  -Vi-s 1  -VT=r 
2x U 


4. Calculer | cos? x dr | y dy. 
0 ) 


; ra? 
Réponse. DHL 


3 x 
9. Calculer | dr | (x — y) dy. 
1  x3 


8 


5 2 
Réponse. 112 TE 
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6. Calculer | ['uins dr dy si le domaine D est limité par les 
lignes xy=1, y=Vr, x=—2. 
Réponse. 2 (2 In 2—1). 
7. Calculer { Ÿ (cos 2x + sin y) dr dy si le domaine D est limité 
D 
par les lignes x—0, y—0, 4r+4y—n—0. 
Réponse. L(n+1—2 V 2). 


8. Calculer | | (3x +y)dz dy si le domaine D est défini par 
D 
les inégalités 22? + y2<9, y>35+3. 


Réponse. 2 
9. Calculer | sin (x —+y)dzr dy si le domaine D est limité par 


D 
les lignes x —0, y=., y—=?; 
Réponse. 1. 
10. Calculer {| x dx dy si le domaine D est un triangle de som- 
D 
mets A(2; 3), B(7; 2), C(4; 59). 


Réponse. 26 
Intervertir l'ordre d'intégration : 


11. | dr | f(x, y) dy. 
-6 x2 } 
0 2V1+y 8 2—y 
Réponse. | ày | f(x, part |dy | fau. 
1 -2 Vi 0 —2Vi+v 
]n x 


12. Î de | f(æ, y) dy. 
1 


Réponse. 


dy | f (x, y) dx. 
ev 


1+V1-v3 
13. | dy | f(x, y) dx. 
2=y 


0 
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to 
Ù 
ñ 


112 1-y2 1 Vi-y? 
Réponse. | dy | f(&, y)dr+ | dy | f(x, y)dr. 
0 1-2y 1/2 U 
TT sin x 
16. | | f (x, y) dy. 
0 0 
1 x-arcsin y 
Réponse. | dy | f(x, y) dx. 
0 arCsin y 


$ 2. Changement de variables d’une intégrale double 


1. Intégrale double en coordonnées polaires. La transformation d’une inté- 
grale double, lorsqu'on passe des coordonnées rectangulaires x, y aux coordon- 
nées polaires p, 6 liées par les relations 

z—=pcos6, y—=psin6, 


se réalise d’après la formule 


| | f(x, y) dr dy = | | f (ep cos 0, psin 6) p dp d8. 
D D 

Si le domaine d’intégration D est limité par deux demi-droites issues du 
pôle 6 = «, 60 = B (x < B) et par deux courbes p = p, (8) et p = p, (6), où 
P1 (8) et p: (8) sont des fonctions uniformes pour à << 6 < B et p1 (8) < p> (6), 
alors l'intégrale double se calcule d'après la formule 


B P9(8) 
REC 9) p dp d8= | dû | F (p, 6) p dp, 


où F (p, 8) = f (p cos 8, p sin 6); dans ces conditions, on calcule d’abord l’inté- 
p2(0) 


grale | F (p, 8) p dp, dans laquelle la grandeur 6 est considérée constante. 
p1(0) 
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2. Intégrale double en coordonnées eurvilignes. Soit à transformer une 
intégrale double en passant des coordonnées rectangulaires x, y aux coordon- 
nées curvilignes u, v liées par les relations 


z=z(u,v), y= y(u, v), 


où les fonctions x (u, v) et y (u, v) admettent des dérivées partielles continues 
dans un domaine D’ du plan uO'v et le jacobien de la transformation dans le do- 
maine D’ ne s’annule pas: 


Or 0x 
ou dv 
J=|. Æ£ (. 
dy Ôy 
Ou Ov 
Dans ces conditions, une correspondance biunivoque et bicontinue s'établit 
y 
0 


Fig. 5 


entre les points du domaine D du plan zOy et les points du domaine D’ du plan 
uO'v (fig. 5). 

Dans ce cas, la formule de transformation d’une intégrale double est de la 
forme 


j] f(x, y) dx dy — [| flz(u, v), y(u, v)]IJ I du dv. 


En coordonnées polaires 


Ôx OZ 
J êp 68 cos8 —psin8 
"l'y ôy | |sin0 pcos0| 
20 06 


17. En passant aux coordonnées polaires, calculer 
\| V x? + y? dx dy, si D est le I® quadrant du disque 22+y2< a2. 
D 

Solution. En posant x—pcos8, y—psin6, on a: 


[Va ar dy = | | Vo7cos 0 + p° sin76 p dp 40 = 
D 


LS 
a ai na? 
sir à Los 
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e A? 


18. Calculer \ | In (22 + y?) dx dy si le domaine D est une cou- 
D 


ronne comprise entre les circonférences 22+y?—e2 et 12+y?2=e*. 
Solution. Passons aux coordonnées polaires : 


\f In (x? + y?) dr dy — | In pp dp dû — 
D D 


= 2 [ [ompapao= 2 ( an Ÿ on 0 dp. 
D 0 


En intégrant par parties l'intégrale qui comporte p, on obtient 
2H ; ; : 
€ 
2 | [5 op? mp—7p?| dB — ne? (3e? — 1). 
0 


19. Calculer ii (z + y} (x — y} dx dy si le domaine D est 
D 


le carré limité par les droites x + y = 1, x — y = 1,x+y—=3, 
zx — y —= —1À (fig. 6). 


Fig. 6 Fig. 7 


Solution. Posons x + y =u,x — y = v,d'oùx = + (u+v), 


y = _ (u — v). Alors, le jacobien de la transformation 


1 1 
du | [2 2 1 à 1 
= sant. | 2 c'est-à-dire |[J|=-.. 
Ou dv 2 


2 
é 3 2 L | 37,2 
Par conséquent, | [+ (T— y) drdy=+ | | uv? du du. 
D D’ 
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Vu le fait que le domaine D” est lui aussi un carré (fig. 7), alors 
3 1 
[a+ (au dr dy=+ | wdu | 4 
1 se | 
3 
3 20 


du = 2 Su (A+ 1) ae ul =: 


D 
il 1 
_ 3, L,,3 
= ju Ù | 3 


2 


—1 
1 1 


En passant aux coordonnées polaires, calculer les intégrales 
doubles : 


20. ff al 1) dx dy si le domaine D est le disque r° + y? < n°. 


Réponse. 2n. 


dx dy ; È ue dre 
21. | | Frpti le domaine D est limité par la demi-circon- 


férence y = V 1—z1° et l'axe Or. 
Réponse. _ In 2. 
22. {| (x? + y?) dx dy si le domaine D est limité par la circon- 
D 


férence x? + y? — 2ax. 
3 4 
Réponse. 7 Naf. 


sin V/r2 + y2 e. e . e # 
: + — t | 
23 {| Er dx dy si le domaine D est limité par les 


2 
lignes += TL +y? = 7. 


Réponse. 3n. 
24. (| V x? + y? dx dy si le domaine D est limité par les lignes 
D 


x? + y? = 0?, x? + y? = 4aë. 


Réponse. + na. 


25. Calculer | | dy en introduisant les nouvelles variables 
0 x 
z=u(Î1—v), y =uv. 
Ré 1 
éponse. —. 
26. Calculer | | ar dy si le domaine D est limité par les lignes 


D 
ry= 1, xy=2, y—=x, y = 3x. 
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Indication. Effectuer le changement de variables x — (+) 
1 
y = (uv). 
Réponse. _ In 3. 


$ 3. Calcul des aires des figures planes 


L'aire d'une figure plane limitée par le domaine D se calcule d'après la 


formule 
S — \ | dr dy. 


> 


D 


Si le domaine D est, par exemple, défini par les inégalités a < r < b, 
P1 (x) L' y LP2 (x), alors 


Si le domaine D donné en coordonnées polaires est défini par les inégalités 
a <6<B, p (8) < p < f (8), alors 


27. Calculer l'aire de la figure limitée par les lignes x — 4y — y°, 
z + y = 6. 

Solution. Calculons les coordonnées des points d'’inter- 
section des lignes données en résolvant le système d'équations 
x = 4y — y* et x + y — 6 (on recommande au lecteur de tracer 
le dessin). Par suite, on obtient À (4; 2), B (3; 3). 


Donc, 
| LS : CYTERTE 
[jaa-fa re ji" 
À 6-7 2 


3 
= (+504 [-5+su-6v] =. 
2 


28. Calculer l'aire de la figure limitée par les circonférences 
Det p = —2_ cos 8 (en dehors de la circonférence p = 1) (fig. 8). 


V3 
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Solution. (Calculons ” coordonnées du point À:1— 
= cos0, cos 0 — V3 6——, c'est-à-dire À (1; _ +) Alors 
RTE 7 2 D 5 | ” 6 J: 


cos 0 


EL TL : 
ni 2 ( an 21 [167 d0 — 
LS | LS 
6 6 
={( À cos? 6 — 1) de = | (5+< cos20—1) d6 — 
0 0 


EL s 

6 x 
= + | (2c0s20— 1) 4 + [sin 28—6]5 — 

0 


1 : Î = 
=(sins-5)=35GV3-x1). 


29. Calculer l'aire de la lemniscate (x? + y*)? — 2a?xy. 

Solution. Transformons l'équation de la courbe en passant 
aux coordonnées polaires et en posant x = p cos 0, y = p sin 6. 
On obtient p? — 2a? sin 8 cos 60 — a* sin 28 (voir partie I, page 15). 


Fig. 8 Fig. 9 


Du :ait de la symétrie de la courbe, l’aire s'exprime comme suit : 


EL 
a V'sin 2€ 20 


LL 
RL EUR 41 a p dp = ef 
0 


. 


a V'sin ©? de _ 


= 2a? | sin 20 d6 — — a? cos 26 es 
0 
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30. Calculer l’aire de la figure limitée par la ligne 2° + y° — 
— axy (aire de la boucle; fig. 9). 

Solution. Transformons l'équation donnée en passant aux 
coordonnées polaires : p*(sin*6 + cos? 0) —ap?sinGcos0, c'est-à-dire 


a sin0 cos 6 ; ns à x 
D = 6 Eco 6 - L'’axe de symétrie de la boucle est la demi-droite 


8——, d'où il vient 


Éd a sin 6 cos 6 
"4  sins6+Cos3t 
dus? nue Le p dp = 


TI T 
4 ra 
:n2 2 , 2 6 cost 
= | sin? 6 cos? 0 d8 =? | tg2 6 cost 6 d0 — 
0 (1) 


(sin3 6 + coss 8)2 cos6 6 (1 + tg3 0)? 
I T 
4 nt 
=<+ | 3 tg264(tg0) _ a ( d(1+tg30) 
7 3 (1 tg360)2 3 | (1+tg30)2 
0 0 
Ed 


a? 4 a? 
= lb + 

31. Calculer l'aire limitée par les lignes x — y? — 2y, x + y —0 

Réponse. +. 

32. Calculer l'aire limitée par les lignes y — 2 — x, y* — 4x + 
+ 4. 

Réponse. a - 

33. Calculer l’aire limitée par les lignes y° — 4x — 2°, y* = 2x 
(en dehors de la parabole). 


Réponse. S — 21 — = | 
34. Calculer l'aire limitée par les lignes 3y° — 25x, 51° — 9y. 
Réponse. 5. 
35. Calculer l’aire limitée par les lignes y? + 2y — 3x + 1 — 0. 
St — 3y — 7 = 0. 
Réponse. un, 
18 


36. Calculer l’aire de la figure la plus proche de l’origine des 
coordonnées et limitée par les lignes y — cos x, y — cos 2x, y = 0. 
Réponse. . , 


37. Calculer l'aire limitée par les lignes y — 4x — 1°, y — 
sors 0r: 
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27 
Réponse. T° 
38. Calculer l'aire limitée par les lignes x — 4 — y?, x + 2y — 
— 4 = 0. 
Réponse. +. 


39. Calculer l'aire limitée par les lignes p = 2 (1 — cos 0), 
p — 2 (en dehors de la cardioïde). 

Réponse. 8 — x. 

40. Calculer l’aire limitée par les lignes p = 2 (1 + cos 6), 
p = 2 cos 6. 

Réponse. 57. 

41. Calculer l'aire limitée par les lignes y? — 4 (1 — x), z° + 
+ y? — 4 (en dehors de la parabole). 


Réponse. 2n — : à 


$ 4. Calcul des volumes 


Le volume d'un corps cylindrique limité supérieurement par une surface con- 
tinue z = f (x, y), inférieurement par le plan z = 0 et latéralement par une 


surface cylindrique droite ayant pour trace sur le plan zOy le domaine D, se 
calcule d’après la formule 


v= | | f(x y) dr dy. 


D 


42. Calculer le volume du corps limité par les surfaces y — 1 + 
+ x°, 2 = 3x, y — 5, z — 0 et situé dans le It octant. 

Solution. Le corps dont on cherche le volume est limité 
supérieurement par la surface z — 3x, latéralement par le cylindre 
parabolique y — 1 + r° et le plan y — 5. Par conséquent, c’est 
un corps cylindrique. Le domaine d'intégration D est limité par la 
parabole y — 1 + x? et les droites y — 5 et x — 0. 

Le volume du corps 


à 5 
V = [] 3x dx dy = 3 je | dy =3 


1+x2 


x{ylixe dr = 


OC) 19 


2 


5 | (4x — 2) dr =3 [ass 12. 
0 


= 2 ;y= x, y = zxV3,z = 0 et situé dans le Ier octant. 

Solution. Le corps donné est limité supérieurement par 
le paraboloïde z — 1 — x? — y°. Le domaine d'intégration D est 
un secteur circulaire limité par un arc de la circonférence r° + y? — 


— { (ligne d'intersection du paraboloïde avec le plan z = 0) et 
2—079 


43. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z — 
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les droites y = x et y = x V3. Le volume du corps 


V = | | (1 — 2°? — y?) dx dy. 
D 
Vu que le domaine d'intégration est représenté par une portion 
de disque et que la fonction sous le signe d'intégration est fonction 
de x? + y?, il est bon de passer aux coordonnées polaires : 


1 


de | (p — p°) de. 
0 


v = || (4—p2)0 dp d = 


D 


SEE 


Les limites d’intégration par rapport à 6 ont été trouvées à par- 
tir des équations des droites: y = zx, ici le coefficient angulaire 


k, = tg 6, = 1, c'est-à-dire 0, = + ; y = x V3, ici k, = tg 6, — 


— V3, c'est-à-dire 8, — _ 


Ainsi, on a 


44. Calculer le volume du corps limité par les surfaces x? + y? — 
= 7, 2 + 7 = af. 


TL 


Fig. 10 


Solution. Examinons la huitième partie du corps donné 


(fig. 10): VE 
LV= \] Va — rà dr dy = | Va—rdr Tu 
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Par conséquent, 
_ 16 3 
V EE 3 (4 À e 


45. Calculer le volume du corps limité par les surfaces 2? + 
+y—=8, z—=0, y—=0, z=0, rz+y+z—-4 
Réponse. 8x — _ V 2. 


46. Calculer le volume du corps limité par les surfaces x — 27°, 
z+2y+z—=4, y—0, z=0. 

L 17 
Réponse. Fe. 
&7. Calculer le volume du corps limité par les surfaces x? + 

+ 4aÿ +z=1i, z = 0. 


Réponse. . : - 


48. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z — x? + 
+, y=r, y=1,2—=0. 
88 
105 . 

49. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z — 4 — 
— 2, 22 +y=4, z—0, y—=0, z—0 

Réponse. & | 

50. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z? = xy, 
T= 0, y=Û, z=0,v=4. 


Réponse. 


Réponse. : 


91. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z — 
= 9x, “+y —=9,z=0 

Réponse. 90. 

92. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z + y + 
+ z= 06, 3x + 2y = 12, 3x + y = 6, y — 

Réponse. 12. 

93. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z = x + 
+y+i,ÿ=zx, z=1, y—=0,z—-0. 

Ré 79 

éponse. =: 


O0, z — 


94. Calculer le volume du corps limité par les surfaces z = 0, 
Z = TIy, 2° + y? = 4. 
Réponse. 4. 


2 2 
99. Calculer le volume du corps limité par les surfaces _ + _ — 


2* 
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$ 9. Calcul des aires des surfaces 


Si une surface lisse uniforme est donnée par l'équation z = f (x, y), alors 
son aire s'exprime par la formule 


[SV CET + (Ted 


où D est la projection de la surface donnée sur le plan xOy. D'une façon analogue, 
si une surface est donnée par l'équation x = f (y, z), alors 


= (7 +) (ET ae 


où D est la projection de la surface sur le plan yOz; si l'équation de la surface 
est de la forme y = f (x, z), alors 


[y + (+ (2) +) dx dz, 


où D est la projection de la surface sur le plan Oz. 


‘56. Calculer l'aire de la portion de la sphère 2? + y? + 7? = a° 
comprise dans le cylindre zx° + y? — ay (fig. 11). 


21 


Fig. 11 


Solution. À partir de l'équation de la sphère, on a (pour 
le Ier octant): 


ss, 02 x 
_ D De — >. 
z=Va A y”; dx Var y , 
a y 
ôy V'a2—22— y? 
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La partie de sphère qui se situe dans le Ier octant a comme projec- 
tion sur le plan xOy le demi-disque limité par la circonférence 
zx? + y? — ay et l’axe Oy. Ce demi-disque représente justement le 
domaine d'intégration D. 

La surface qui nous intéresse est disposée en quatre octants et, 
par conséquent. l'aire cherchée 


dx dy 
S — 4a | \ a ——— 
D” V'a2—22— y 


En passant aux coordonnées polaires, l’équation de la circonfé- 
rence va s’écrire p = a sin 0 et 


asin6 


dO— — 4o? | (cos 8 — 1) dd — 
0 


= — ha? [sin 0—6]6/*— 4a2(5—1)- 


57. Calculer l'aire de Ja portion du cône z — V + y? comprise 
dans le cylindre x° + y? — 2x (fig. 12). 


Z 


Fig. 12 Fig. 13 


Solution. À partir de l’équation du cône, on a: 
ôz z ôz y 


x Ve2+ 2 ! dy — Va+. 
Le domaine d'intégration D est le disque limité par la circonfé- 
rence 2? + y? = 2x, ou p — 2 cos 6. Alors 


née 
D 
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- __ 7/2 2 cos O 
=V2((drdy=V2 | d6 | pdp= 
D -X/2 0 

x/2 ue 


ap de — 2V2.< | 4 cos 6 d8— 


© 


x/2 


2 V2 | (+ cos 26) 482 V2[0+ + sin 26 [7 =1y/2. 
0 


98. Calculer l'aire de la surface du cylindre zx? — 2z découpée par 
les plans x — 2y = 0, y = 2x, x = 2 V2 (fig. 13). 

Solution. Le domaine d’intégration est représenté par le 
triangle OAB. On a à partir de l'équation du cylindre: 


ôz 0z 
D où — À 
Alors 
2 V2 2x 
S=(|VT+e dr dy | Vrai | = 
D 0 À 
2 V2 2 V2 
= | SeVTrader | (+2) 4(1+2) - 
0 0 


2V2 


0 


3 2 
= +t+2)"?| 13. 


59. Calculer l’aire de la portion de la surface du paraboloïde 
z = 1 — y? — z° découpée par le cylindre y* + z° = 1. 
Solution. Le domaine d'intégration est la circonférence 


y? + z? = 1 (le domaine se situe dans le plan yOz). On a à partir 
de l'équation du paraboloïde : 


Alors 


s- [y 144 +(S) dy de = 


a à sic + 2?) dy dz. 
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En passant aux coordonnées polaires, on obtient : 


27 1 
S= | de | p V1 24p dp d8 — 
0 0 
© 2 1 1 5/5—1 5V/5—1 
3/2 = = 
_ | d9. ++ (1 + 4p?) | à | d nr 
0 0 


60. Calculer l’aire de la portion de la surface y — x° + z° dé- 
coupée par le cylindre x° + z° — 1 et située dans le I®r octant. 
a (51/5 —1) 

24 ° 

61. Calculer l’aire de la portion de la sphère x? + y? + z° — 4 
découpée par le cylindre _. y = A1, 


Réponse. 


Réponse. TA. 


62. Calculer l’aire de la portion de la surface z — x située dans 
le cylindre x? + y? — 4 et au-dessus du plan z = (. 


Réponse. 2n V 2. 
63. Calculer l’aire de la portion de la surface du cylindre z — 2° 
découpée par les plans x + y = V2, z —0, y = 0. 


Réponse. 2 + v? In (3 + 2 V 2). 


64. Calculer l’aire de la surface du cône x? — y? — z° — 0 située 
dans le cylindre z° + y? = 1. 
Réponse. n. 


65. Calculer l’aire de la surface du cylindre x? + z? — 4 située 
dans le cylindre x° + y? = 4. 

Réponse. 32. 

66. Calculer l’aire de la portion de la surface z° — 2ry découpée 
par les plans z = 1, y—4, z—0 
40V/ 2 


Réponse. g 


$ 6. Applications mécaniques de l’intégrale double 


Si une plaque occupe un domaine D du plan zOy et possède une densité 
superficielle variable y = y (x, y), alors la masse M de cette plaque est donnée 
par l'intégrale double: 


M = [| y (x, y) dx dy. 
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Les moments statiques M, et M,, de la plaque par rapport aux axes Or et Oy 
sont : 


M,= | | yy(x, y)drdy, M,,= {| zY (x, y) dx dy. 
D D 


Si la plaque est homogène, on a y = const. 

Les coordonnées x, y du centre de gravité de la plaqur peuvent être calculées 
d’après les formules 

PR 
M M 

où M est la masse de la plaque, M, et M, étant ses moments statiques par rap- 
port aux axes de coordonnées. 

Si la plaque est homogène, ces formules prennent la forme 


\\ x dx dy \ \ y dx dy 
D . = D 
CR 
où S est l'aire du domaine D. | 
Les moments d'inertie de la plaque par rapport aux axes Ox et Oy sont respecti- 
vement 


Be (ut mécay 1-2 naray. 
D 


2 


Le moment d'inertie de la plaque par rapport à l'origine des coordonnées est 


= | À @+uvte, pésav=te+i 


En posant y (x, y) — 1 dans ces formules, on obtient les formules utilisables 
au calcul des moments d'inertie géométriques d’une figure plane. 

67. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la figure 
limitée par les lignes y? — 4x + 4, y? — —2r + 4 (fig. 14). 


Fig. 14 


Solution. Vu le fait que la figure est symétrique par rap- 
port à l’axe Or, alors y — 0. Il ne reste qu'à trouver z. 
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Calculons l’aire de la figure en ee 


o +4 y?) 
S || aray= 2 | ày | dr = 
F * nl 4) 
2 2 
diva ne et 
0 0 
Alors 
0 (A y?) 
+ (| cdrdy=+.2 (dy | z dr = 
“ ; T7 (W? 4) 


2 
=+[(x (GP (y — 47 | dy = 


5 f(5-50+u) ar [a-à 6: lo 
0 


25 


68. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la figure 
2 
limitée par l’ellipse E + — — { et par sa corde = — _ — 1 


Solution. Calculons l’aire du segment: 


ë + 25-xè 
de À ni Le de dy — 


5 
— 1 
= [(ÈV2-2-3+ 2) dr P(n—2) 
0 
Alors 


RE 


. 4 3 1 2 3/2 372 = 
Has 5": 5 05—-2)—++ 
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5 


4 1 g 2 
5 


___ 2-92 Hs 12 522 À 315 
 15(n—2).25 | (5z— 2°) dr 125(1—2) | 2 37 l= 
0 
42 ( 125 1251 2 
— 425(x—2) \ 2 3 )= K—=2* 


69. Calculer le moment d'inertie polaire de la figure limitée par 
les lignes L+i=t, z—=0, y —=0. 


Solution. Le moment d'inertie par rapport à l’origine des 
coordonnées est 


a L (a-5 
L= | | (a2+u7) dx dy = | de | (x? + y?) dy — 
D 0 0 
C L (a-x 


= [levrsrL dx = 


(re 18 
eo are 
0 
1 b 14 b3 1 a b (a2 + b2 
=[gh-ge-s (ay = PE. 


70. Calculer le moment d'inertie de la figure limitée par la 
cardioïde p — a (1 + cos 68) par rapport à l'axe Oz. 
Solution. Le moment d'inertie par rapport à l'axe Oz est 


1: | | y? dx dy. 
D 
Passons aux coordonnées polaires : 


z—=pcos6, y = psin 6. 
Alors 
2x a(1-+-cos 8) 
12= | [ 6? sin? 6p dp 48 — | sin? 6 de | p° dp — 
D 0 0 
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27 


TRE 99 = Z a | sin? (1 + cos 6)* 40 = 
0 


0 


— ( sin* 0-7 
0 
9 


JT 
Ta |si sin? 0 (1 + 4 cos 8 +6 cos? 8 + 4 cos* 0 + cos“ 6) = = nat. 
0 


71. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'aire limitée 
par les lignes y — 2°, y — 22°, x = 1, x = 2. 
: 45. 279 
Réponse. C É Tr) ; 
72. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l’aire inté- 
rieure à la cardioïde o = a (1 + cos 8). 
Ré z= a, y 
éponse. T=—a, y = 0. 
73. Calculer les coordonnées du centre de gravité du demi-segment 


de la parabole y? = ax découpé par les droites x = a, y = 0 (y > 0). 
Réponse. x — La, y = La. 


74. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'aire limitée 
par une boucle de la courbe p—a sin 26. 
128 a 
105 x ° 

75. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'aire limitée 
par les paraboles La = $, LE —=.y. 
9 
20 ‘ 

76. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l’aire limitée 
par la parabole y° — 2pt et la droite x = 2p. 


Réponse. x = y = 
Réponse. x — y — — 


Ré “ 6 
éponse. Z = D; y = 0. 

77. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'aire limitée 
par les lignes y = VW 2x — x?, y = 0. 

Réponse. z=1, y — 37 - 

78. Calculer le moment d'inertie de l'aire limitée par les lignes 
y = V 4x, x + y = 3, y = 0 par rapport à l’axe Oz. 

Réponse. 2,4. 

79. Calculer le moment d'inertie polaire de l'aire limitée par 
les droites x + y = 2, x = 0, y = 0. 

Réponse 

eponse.\ 3: 

80. Calculer le moment d'inertie de l’aire limitée par les lignes 

y = 4 — x°, y = 0 par rapport à l'axe Oz. 


: . 4096 
Réponse. 0 : 
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81. Calculer le moment d'inertie de l’aire de l’ellipse u + u — 1 


par rapport à son grand axe. 
rab3 


ie 

82. Calculer la masse d’une plaque carrée de côté a dont la den- 
sité en chaque point est proportionnelle au carré de la distance de 
ce point à l’un des sommets du carré. 


Réponse. 


Réponse. + atk, où # est le coefficient de proportionnalité. 


83. Calculer la masse d’un disque de rayon r si l’on sait que sa 
densité en chaque point est inversement proportionnelle à la distan- 
ce du point au centre, étant égale à 6 sur sa périphérie. 

Réponse. 2nr°6. 

84. Calculer le moment statique d'une plaque ayant la forme 
d'un triangle rectangle de côtés OA = a, OB = b par rapport au 
côté OA, si l’on sait que la densité de la plaque en chaque point. 
est égale à la distance du point au côté OA. 


Réponse. 5 ab*. 


$ 7. Intégrale triple 


Soit f (x, y, z) une fonction définie dans un domaine 7 fermé et borné de 
"espace. 

Décomposons le domaine 7 arbitrairement en n domaines élémentaires 
Ti, Tos - +, Tn de diamètres di, do, . . ., d, et de volumes AV,, AV», ... 


°? n° e # # La L e e 
Prenons dans chaque domaine élémentaire 7; un point arbitraire P;, (Ez; 


nx; 6), calculons ÿ (Ex, nn, €») et multiplions j (Ex, nx, x) par AVx. 
On appelle somme intégrale de la fonction f (x, y, :) dans le domaine 7 une 
1 


somme de la forme 3 f(Ex, nus 6) AVa 


k=1 
On appelle intégrale triple de la fonction f (x, y, z) dans le domaine 7 la 
limite de la somme intégrale à condition que max d, —+ 0 


LL) 


jif f&, wa dV= lim >, (Eh Nhr Ch) AVhe 
T 


max d, +0 
Rp 


Pour une fonction continue dans le domaine 7, cette limite existe et ne dé- 
pend ni du mode de décomposition du domaine T en domaines élémentaires, ni 
du choix des points P} (théorème d'existence de l'intégrale triple). 


Si f (x, y, z)>0 dans le domaine 7, alors l'intégrale triple | | | f(x, y.:) dV 


T 
donne la masse du corps de densité variable y = f (x, y, z) qui occupe le domaine T 
(interprétation physique de l'intégrale triple). 

Les propriétés essentielles des intégrales triples sont analogues à celles des 
intégrales doubles. 
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En coordonnées cartésiennes, l'intégrale triple s'écrit habituellement sous 
la forme 
| | |; (x, y, z) dr dy dz. 
T 


Admettons que le domaine d'intégration 7 soit défini par les inégalités: 
Ti LT Tes Yi (r) LY LYa(z), 2 (2, Y) L'Z 22 (2, y), 


où y (x), Ye (x), 21 (x, y) et z, (x, y) sont des fonctions continues. Alors l’inté- 
“ie D de la fonction f (x, y, z) dans le domaine T se calcule d’après la 
ormule 


Xp Vox)  Zo(x, u) 
Jilre y, s) de dy de= | de | dy | fe, v, 2) du. 
T X4  Vy(x)  z4(x, y) 
Si, lors du calcul d’une intégrale triple, on a besoin de passer des variables x, 
y, z aux nouvelles variables u, v, w liées aux premières par les relations x — 


= z(u,v,w), y=y(u,v,w), z2=z(u,v,w), où z(u,v,w), y(u,v, w), 
z (u, v, w) et leurs dérivées partielles premières sont des fonctions continues 


M (P:p:£) 


M [p;$;8) 


Fig. 15 Fig. 16 


qui établissent une correspondance biunivoque et bicontinue entre les points 
du domaine T de l’espace Oxyz et les points d’un certain domaine T”’ de l'espa- 
ce Ouvw, et que le jacobien J ne s’annule pas dans le domaine T° 


0x 0x Ôx 
Ou Où 0w 
_| dy dy ôy|, 
ds du d dw|T 0, 
_0z 0z Oz 
Ou dv  dw 


alors on se sert de la formule 


'| | f(x, y, 2) dr dy dz = | A f[z(u, v,w), y(u, v,w), z(u, v,w)]-|J | du dv dw. 


En particulier, lors du passage des coordonnées cartésiennes x, y, z aux 
coordonnées cylindriques p, p, z (fig. 15) liées aux premières par les relations 
z = pcos p, y = psinp, z= 2(0 Lp < +00, 0 < p<L 27, —00 < z + oo), 
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le jacobien de la transformation est 
J=p 


et la formule permettant de ramener l'intégrale triple aux coordonnées cylindriques 
est de la forme 


| if j(r, y, 2) dx dy = | | | f (p cos ®, p sin p, z) p dp d dz. 
T T 


Lors du passage des coordonnées cartésiennes zx, y, z aux coordonnées sphéri- 
ques p, ®, 0 (fig. 16) liées aux premières par les relations x = p sin 0 cos q 
y = psin6 sin, z—=pcos8(0Lp<£L+o, 0<p<27, 0 LOL), le 
jacobien de la transformation est 

J = p°sin6 


et la formule permettant de ramener l'intégrale triple aux coordonnées sphériques 
est de la forme 


a f(x, y, 2) dr dy dz=— 
T 
={\{| { (pe sin 6 cos y, p sin 6 sin y, p cos 6) p2 sin 6 dp d d8. 
T 


85. Calculer 7 — fIS z dx dy dz, où le domaine T est défini 


T 
par les inégalités 


ORIST, 2<y<2r, OLIS TP. 


Solution. Ona 


1 1 
2 L Vi-x2-yi 2 2% 
1 [a dy | Î "smmtfafal ee ue 
0 x 0 0 x 
1 1 
. 2x ; 2 1 
= és | (1— 2? — y?) dy => [uv dx — 


D 


OL] tn 


(25-2m-—En-r+m+25) dx — 


Î 
Lo] = 


S7 
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86. Calculer 7 — | | | 2° de dy dz si T est la boule x? + y? + z:< R2. 
T 


Solution. En passant aux coordonnées sphériques, on ob- 
tient 


I — 4 sin° 0 cos? o do do d0 — 
J { Jetsin cos? o dp d 
EL d 2x R 
= | sin® 646 | cos? p dp | pt dp — 
0 0 0 


sin* 6 dO Le ++ sin 2p | — 


(cos? 8 — 1) d'(cos 8) — = 


87. Calculer \f| zVz?+ y? dx dy dz si le domaine T est 


T 
limité par le cylindre x? + y? = 2x et les plans y = 0, z=0, 
Zz = 4. 


Solution. En passant aux coordonnées cylindriques, on 
trouve | 


| IT eV au ax dy de = | | | 20 -p dp dy ds = 
T 


2 Cos 2 cos p 


| . 

a 2 

= | dg | pt dp | 2470 | ap | p? dp — 
0 0 0 ; 0 0 

= 


» 


22 


LA 
4 Fe 4 
= 74 À cost ç dp= + a? | (1— sin? p) d'(sin p) — 
0 0 


Ed 


= 4 af l-24. 712:. 8 > 
— 70 [ sin p—+ sin ol = -G 4. 


88. Calculer [Ti (x? + y?) dx dy dz si le domaine T est la 
CT 


moitié supérieure de la boule x? + y? + 72 < r°. 
Solution. Introduisons les coordonnées sphériques; les 
nouvelles variables changent dans les limites 0 <p<r,0<®< 
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1] (x? + y?) dx dy dz = | ] | pi sin$ 6 dp dy d8 = 


14 I 
r 2 2H r 2 
= | p*d in 6 d6 | dp —2 id 20—1)d 6) — 
IL à ou @ "le ee ) d (cos 6) 
—2n À pt dp[ +-cos*6— 050 ]* = ré. 
0 


89. Calculer | ji (x? + y° + z°) dx dy dz si le domaine T est 
T 
un parallélépipède rectangle défini par les inégalités 0 <zr<a, 
0Ly<b, 0L2z<c. 
Réponse. 2e (a? + b? + c?). 
90. Calculer | [\ xzyz dx dy dz si le domaine 7 est limité par 
T 


la sphère x? + y? + z° — 1 et les plans x — 0, y — 0, z = 0. 


: 1 
Réponse. R% 


91. Calculer if] zyz°dx dy dz si le domaine T est limité 
T 


par les surfaces z = xy, y = x, x = 1. z = (. 
: 1 
Réponse. VE | 
92. Calculer || | (2x + 3y — z) dx dy dz si le domaine T est 


un prisme triangulaire borné par les plans z = 0, z2=a, x = 0, 
y=0 x+y=b(ax>0, b> 0). 
Réponse. = (10b — 3a). 
93. Calculer [ | | (zx? + y + z°)° dx dy dz si le domaine T est 
PEAR 
limité par le cylindre x? + z? — 1 et les plans y = 0, y = 1. 
Indication. Utiliser les coordonnées cylindriques. 


Réponse. £ T. 


94. Calculer À TT ce+y+ 2) à dy dz, où le domaine T' est la 
T 


portion commune au paraboloïde z> ns et à la boule x? + y?+ 
+ 722 < 3a?7. 
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2 Taÿ 3 97: 
Réponse. a 18 3 0) 
95. Calculer [if eæ+ y?) dx dy dz, où le domaine T est limité 
T 


par les surfaces z =< (zx? +y?), z=2. 
Indication. Se servir des coordonnées cylindriques. 
16 


Réponse. 3. 


96. Calculer | | | dx dy dz, où le domaine T est la boule x? + 
T 
+ + z< ri. 
Indication. Se servir des coordonnées sphériques. 
Réponse. <a. 


97. Calculer | | | V1 + (x + y? + 22)? dr dy dz si T est la boule 
T 


D +p+È<Ai. 
Indication. Utiliser les coordonnées sphériques. 
Réponse. Æ(2W2 — 1). 


$ 8. Applications des intégrales triples 


Le volume d'un corps qui occupe le domaine 7 est donné par la formule 


v — NRELL: 


T 


Si la densité de ce corps est une grandeur variable (y = y (x, y, z)), alors 
la masse se calcule d’après la formule 


M = À À vtr 2 de ay ds 
T 


Les coordonnées du centre de gravité du corps sont déterminées d'après les 
formules : 


= 1 \ ue: 1 | . —_ | _ 
7 || z dx dy dz; = | | var dy ds; 2 — V | z dr dy az 
T T T 


(x, y, z sont les coordonnées du centre de gravité géométrique). 
3—079 
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Les moments d'inertie (géométriques) par rapport aux axes des coordonnées 
sont respectivement : 


Ze= | | | (u2++22) ds ay à, 
T 


Ty = | | | (22 + x2) dx dy ds, 


1= | 


98. Calculer le volume du corps borné par les surfaces hkz = 1° + 
+ y?, z=h (fig. 17). 
Solution. Le corps donné est borné inférieurement par le 


2 2 
Tr et supérieurement par le plan z=h; la 


| 


| (22 y?) dx dy de. 


Ju) 


paraboloïde z — 


Fig. 17 


projection de ce corps sur le plan z0y donne le disque 2°? + y? < h°. 
On se servira des coordonnées cylindriques et l'équation du parabo- 


loïde prendra la forme z €. 
Le volume du corps est 


v= [{facdvés= [{[ pabapas= T ap | odo | d = 
T T 0 0 CES 
27 h 2 27H hp? PET 
_ | de | Cu 7 Le [ET dp= 


h3 h3 “+ nh3 
=(+-7) dp=—-. 


99. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps pris- 
matique limité par les plans 2 =0, z—0, y = 1, y = 3, x + 
+ 22 = 3: 
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Solution. Calculons le volume du corps prismatique 


3 3 70% Fos 
PRTIPONRAIRTA ose du à du 
3 
= [(B—s)d=[85-5#| =. 
0 
Alors 
3 3 6-2 
ci 2 2} onu à Dont Li dz = 
4 {2 | = a+ [262 dre 
HE ET 
3 3 = 
v=s || [udrayd=? | dr | vas | dz — 
T 0 1 0 


3-2x 


3 3 


z=< 2 dr dy di = À | dx | dy | zd2= 


0 


ee | 


3 3 
__2 F (3—zÿ _1f—-(G—-:8 713 1 
rs)" = dr | dE). 


100. Calculer le volume du corps limité par les surfaces 
z=Wr+y, 2—22+ y. 

Réponse. —- 

101. Calculer le volume du corps limité par le plan z = 0, la 
surface cylindrique x = Fr (x? + y?) et la sphère x? + y? + z? — 4 
(à l’intérieur d’un cylindre). 

Réponse. S (3x — 4). 

3* 
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102. Calculer la masse du cube0 Lr<a0<y<a,0< 
< a si la densité du cube au point (x; y; z) est y (x, y, z) = x + 
+ Z. 

4 

Réponse. : 

103. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps 
limité par les surfaces x + y = 1, z = 2° + y, x =0, y =0, 
z = (. 

Réponse. z = y — £, Z = 

104. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corpslimité 
par les surfaces 2° = y, z = 5, y =5, z = 0. 

Réponse. 1 —=y— 3, z — 39 

105. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps 
limité par les surfaces 2x + 3y — 12 = 0, x = 0, y—=0, z= 0 et 
la surface cylindrique z — Ep. 


Réponse. (=: 2; FA : 
106. Calculer le moment d'inertie du cube 0£<r<a 0<y< 
a, 0OSz:<a par rapport à son arêle. 


2 
Réponse. … a 


CHAPITRE II 


INTEÉGRALES CURVILIGNES 
ET INTÉGRALES DE SURFACE 


$ 1. Intégrales curvilignes prises le long d’un arc 
et par rapport aux coordonnées 


1. Intégrale curviligne prise le long d’un arc (intégrale curviligne de pre- 
mière espèce). Soit f (x, y) une fonction définie et continue aux points de l’arc AB 
d'une courbe lisse À régie par l'équation y = (x) (e < z < b). 

Décomposons arbitrairement l'arc AB en n arcs élémentaires par les points 
À = A, A, A9 +. An = B; soit As, la longueur de l'arc 4,_,44. Choisis- 
sons sur chaque arc élémentaire un point arbitraire M, (E4 ; 1x) et multiplions la 
eu de la fonction f (£,, n,) en ce point par la longueur de l’arc correspon- 

ant Ask. 

On appelle somme intégrale de la fonction f (x, y) prise le long de l'arc AB 
une somme de la forme 


2) F Œns Nn) Ask. 
=! 


On appelle intégrale curviligne de la fonction f (x, y) prise le long de l'arc AB 
ou intégrale curviligne de première espèce la limite de la somme intégrale à con- 
dition que max As, —+ Ô 


n 


frapas= lim DE mas 
AB IDaxX 


x As, +0 
R k— 1] 


(ds est la différentielle de l’arc). 
L'intégrale curviligne de première espèce se calcule d’après la formule 


b 
[f(x pas= | Île, PGIVTTIP EP a. 
AB a 


Si la courbe X est donnée par ses équations paramétriques 


z=z(t), y = y(t) (hi Lt <ta), 
alors 


{3 
CPLM  ERTETEAUT 
K ti 


D'une façon analogue on détermine et ealcule l'intégrale nas de pre- 
mière espèce d'une fonction de trois variables f (x, y, z) prise le long d’une 
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courbe gauche. Si la courbe gauche est donnée par les équations 
= z(t), y=y(t), z=2(t) (1 LE < te); 


lo 


| f(x, y, 2) as= | f(x), vtt), z()V/z'2(t) + y'2 (4) +22 (+) dt. 
K 


ti 


alors 


Si f(x, y) > 0, alors l'intégrale curviligne de première espèce | f (x, y) ds 
K 
donne la masse de la courbe K de densité linéaire variable y = f (x, y) (interpré- 
tation physique). 
Propriétés essentielles 
de l'intégrale curviligne de première espèce 


1) L'intégrale curviligne de première espèce est indépendante du sens de parcours 
du chemin d'intégration 


FC y) ds = | f(x, y) ds. 


AB BA 


2) | HU D+hbt nlé- | file, Wds+ | falæ, és. 
K K K 

3) | cf (x, y) ds =c | f(x, y)ds, où c—const. 
K K 


&) Si la courbe d'intégration K est décomposée en deux portions K, et K:, alors 


fre was= | jte vas [1e nds. 
K 


K'; Ko° 


Z. Intégrale curviligne par rapport aux coordonnées (intégrale curviligne 
de deuxième espèce). Soit P (x, y) et Q (x, y) deux fonctions continues aux 
points de l’arc AB d’une courbe lisse X régie par l'équation y = (x) (a < 
< z < b). 

On appelle somme intégrale des fonctions P (x, y) et Q (x, y) par rapport aux 
coordonnées une somme de la forme 


21 LP (Œns nn) Aza + Q (En, nn) Avr}, 
k=1 


où Az, et Ay, sont les projections de l’arc élémentaire sur les axes Oz et Oy- 

On appelle intégrale curviligne de l'expression P (x, y) dr + Q (x, y) dy par 
rapport aux coordonnées, ou intégrale curviligne de deuxième espèce prise le long 
de l’arc orienté 4B, la limite de la somme intégrale à condition que max Ar, —+ 0 
et max Ay, —+ 0: 

n 
| Pt, Ddr+Q(, Ddy= lim Di LP Œn nn) Aëx+Q En: mx) Aa]. 
# ne 
Up +0 

L'intégrale curviligne de deuxième espèce est le travail accompli par la 
force variable F = P (x, y) i + Q (x, y) j le long du chemin curviligne AB 
hoterprétation mécanique). 
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Propriétés essentielles 
de l'intégrale curviligne de deuxième espèce 


4) L'intégrale curviligne de deuxième espèce change de signe lorsqu'on change 
le sens de parcours du chemin d'intégration: 


| Par+Qay=— | Par+Q&, 
BA AB 
2) | P dr+Q dy= | P dx + \ Q dy. 
AB AB AB 
Les autres propriétés sont analogues à celles de l’intégrale curviligne de pre- 
mière espèce. 
L'intégrale curviligne de deuxième espèce se calcule d’après la formule 


b 
| P(z, ÿ)dr+Q(x, D dy= | LP(z, p(x)}+9' (2) Q (x, D(z))] dr. 
K a 


Si la courbe X est donnée par ses équations paramétriques x = x (t), y = 
= y(t)},oùt Lt<Lt:, on a alors 


to 
| P(z, y)dz+Q (x, y) dy= | {PIz(t), y(t)]z'(t)+Qlz(t), y (t)] y’ (t)} dt. 
K {1 


Une formule analogue est vraie pour le calcul de l'intégrale curviligne de 
deuxième espèce le long d'une courbe gauche Æ : si la courbe est donnée par ses 
équations r = z({t), y—=yt(t), z= 2z(t), où t, Lt Lt» alors 


À Pt y 454 QU y, D dt R( y, D) &= 
K 
{o 


= | (PLz (0, O0, z(1z" (HO le (0, (6), (1 v' (+ 


t1 


+R{z(t), y(), 2()]z" (t)} dt. 
107. Calculer | — y) ds, où Æ est un segment de droite 


K 
compris entre À (0; 0) et B (4; 3). 
Solution. L'équation de la droite AB est y — 2 2. On a 
, 3 


y —=-7 et, par conséquent, 
k D 
| 3 CS 
[and |(s-52)y 145 8- 
K 0 
5) ( 6) h 5 
= << = —— 2 = — 
— 46 jar 32 * à 7° 
) 
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108. Calculer jy dy — y?x dx si x = cost, y=V sint, 0<i< 


K 
TI 
Sa 
Solut Calculons dr = —— 4 ge, dy Gi. A] 
ution. ulons cu y ETS Alors 
| z?y dy — y?x dr = 
K 
T 
2 e 
— | (cost.V'sint. = t. D in 
( S V'sint 2Vsn + sin V cost va) Z 
109. Calculer la masse M de l'arc de courbe x = t, y — -é, 
2 — + (0 StL1) dont la densité linéaire varie suivant la loi 
v = V2y. 
Solution. Ona 


M= [Va (2e Var à - 
0 


K 


-| sérdiis. V (#+5) +54 (+5) _ 
0 


1 
241 
Se ju | VEFE FI + Lin (e++ Liver) |, = 
= 34213 
+ (3 V3—1+£In VS), 
110. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l’arc de 
cycloïde x —=t—siné, y —=1—cost(0<Lt< a). 


Solution. Les coordonnées du centre de gravité d’un arc 
homogène d’une courbe Æ se calculent d’après les formules: 


= = [zds, y = = [us, 
K K 


où s est la longueur de l’arc. 
On a 


1 4 


TI 
s— | V 22+ y? dt = Ê V (1 — cost}? L sin? t dt — 
0 0 
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Alors 


I 
z=T | z ds — 1 (t—sint)2sin+ dt 
K 


de 
nn À 
— 


. t ET 
T7 tsinz—sin- siné) dt — 
0 


=5|- doi 3 (+ +)=<: 


& | 
ue 
— 
Es 


TT 
=7 | (1 — cos t) 2 sin + dt — 
- 0 


Ft 

4 :  : 

=; | (sinz—sinscost) dt — 
0 


| t Î 3t A EU 4 
5 [ — 2008 cos— cos |. T3: 


Calculer les intégrales curvilignes : 


111. | (2x2 — y?) dx + xy dy si le chemin reliant A (1; 1) à B(3; 4) 
AB 
est un segment de droite. 


Réponse. 11 _ - 


112. | @—y) dx +(xz+ y) dy si K est une ligne brisée OAB, 


K 
où 0(0;,0), 4A(2:;0), B(4;2). 
Réponse. ER 
113. = si AB est l'arc de la parabole semi-cubique y? — 
AB 
= <a reliant les points 4(3; 23) et B(8; V2). 
2152 


Réponse. 75 


114. | y dx—(y<+ x?) dy si K est l’arc de la parabole y — 2r— 72 
K 
situé au-dessus de l’axe Ox et parcouru dans le sens des aiguilles 


d’une montre. 
Réponse. 4. 
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115. | y dx+2x dy si K est le contour d’un losange parcouru 


k 
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre et dont les côtés 
. TI y 6 T — y 2 
sont les droites à + FT = +1, 3 Es +1. 
Réponse. 12. 
116. | 2x dy — 3y dx si K est le contour d’un triangle de som- 


K 
mets À (1; 2), B(3; 1), C (2; 5) parcouru dans le sens inverse 
des aiguilles d’une montre. 

Réponse. 17,9. 


117. | = — _ si X est le Ier quart de la circonférence z =r cost, 


y = rsint parcouru dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. 
Réponse. ñ. 


118. | z?y dx + 2° dy si K est le contour limité par les parabo- 


K 
les y? — x, x? — y et parcouru dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre. 


Ë 6 
Réponse. 3 
119. Calculer la masse de l'arc de circonférence x = cost, 
y = sint(0<t<n) si la densité linéaire de cet arc au point 
(x; y) est égale à y. 

Réponse. 2. 

120. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l'arc de 
courbe homogène y = chxz (0<zr< ln 2). 


Réponse. 7 = + (3 ln 2 — 1), y = 3 (16 In 2 + 15). 


121. Calculer les coordonnées du centre de gravité de l’arc de 
courbe homogène ze cost, y — et sint, z = e* (—o &t< 0). 


Réponse. 2=2,y=— 21,71 
PAR 5 5 ? 2° 
122. Calculer | V æ+y?ds, où K est la circonférence 12+ 


X 
+y*= az. 
Réponse. 2a?. 


123. Calculer | ee , où X'est la première spire de l’hélice 
K 
z—=acost, y—=asiné, z —bt. 


2 2 
Réponse. VETE aretg 2 : 


124. Calculer la masse de la première spire de l'hélice zx — 
— cost, y = siné, z —t, si la densité en chaque point est égale 
au rayon vecteur de ce point. 
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Réponse. V2 [ry1 + 4m + J In (2n+V 1+47%). 


125. Calculer [ zy dr + yz dy + zx dz, où OÀ est un quart 
OA 
de la circonférence x = cos ft, y — sin t, z — 1 parcouru dans le sens 
d’accroissement du paramètre t. 


Réponse. + : 


$ 2. Indépendance d’une intégrale curviligne de deuxième espèce 
du contour d'intégration. 
Recherche d'une fonction d’après sa différentielle totale 


Soient P (x, y), Q (x, y) et leurs dérivées partielles premières des fonctions 
continues dans un domaine simplement connexe D et soit À un contour situé 
entièrement dans ce domaine. 

Alors la condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale curviligne 


À Pe, ) dr + Q (eu dy 
K 


soit indépendante du contour d'intégration consiste à vérifier, dans le domaine D, 
l'identité | 


Lorsque les conditions ci-dessus sont satisfaites, l'intégrale curviligne sur 
tout contour fermé C intérieur au domaine D est nulle: 


PP, v)dr+0Q(e, ÿ dy=0. 
C 


Pour calculer l'intégrale ne dépendant pas du contour d'intégration 


(x: V4) 
4P _ 6Q 
| Payatot nau(S=s), 
(Xo : Vo) 


il convient de choisir en qualité de chemin d'intégration optimal une re 
brisée réunissant les points (x, ; yo) et (x; y.) dont les éléments sont parallèles 
aux axes Oz et Oy. 

Dans les conditions indiquées, l'expression sous le signe d'intégration 
P (zx, y) dx + Q (x, y) dy est la différentielle totale d’une certaine fonction 
univoque U = U (x, y), c’est-à-dire | 


dU (x, y) = P (zx, y) dr + Q (x, y) dy. 


On peut trouver la fonction U (zx, y) (la primitive) en calculant l'intégrale 
curviligne correspondante le long d’une ligne brisée 4,4,B, où A5 (x; Yo) 8St 
un point fixé arbitraire, B (x; y) un point variable et À, un point de coordonnées 
z et y. Alors, le long de 4,4, on a y = y, et dy = 0, alors que le long de 4,B 
on a z — const, dt =0. 
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On obtient ainsi la formule suivante: 
x 


y 
D'(e, v)= | Pa vo ds+ | Qt, may+c. 
0 Vo 
De même, en intégrant le long de la ligne brisée A64,B, où 4, (x, ; y), on 


obtient 
1 x 


(a, = | Qt mévt | PG nat. 
Vo *9 
(2; 3) 
126. Calculer 7 — | (x + 3y) dx + (y + 3x) dy. 


(1: 1) 
Solution. L'intégrale donnée ne dépend pas du contour 
d'intégration car 


0P Ô 
Ar (a+ 3y) = 5 ; , + = À (y+ 87) = 
c'est-à-dire Lio (dans tout le plan zOy). 


Choisissons en tant que chemin d'intégration une ligne brisée 
dont les éléments sont parallèles aux axes de coordonnées. On a sur 
la première portion y — 1, dy = 0, 1 < x < 2, et sur la seconde 
portion x=2, dd =0,1< £Ly<3. 

Par conséquent, 

2 


3 
= | (+3) d2+ (y+6) dy=[$-+8x | + 


1 
2 3 À 9 1 1 
+[E + 6y | —2+6—57—34+57+18—7—6- 205. 
127. Calculer la fonction primitive U si 


= [y + In (x + 1)] dr + (x + 1 — e*) dy. 
Solution. On a P=y+Iin(t+1);, Q=xr+1—e; 


Ù °] 


M(&0) 

Fig. 18 
—=-— = 1. Posons zx, —0, y, — 0 et le contour X est une 
ligne brisée OMN (fig. 18). 
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Alors 
% y 
U (x, y) = | In(r+1)dr+ { (z+1—e) dy= 
0 0 


= [ln (+1)—2+4 in (241) + feu +y—eu— 
= (c+i{)In(c+i)—z+zy +y—e +1i+C. 


128. Calculer UÙ (x, y) si 


1 Â 2 z 
av =(L+ 4) a+ (EE) ar 
Solution. On a 
ol 1 __ 2 Li. 0P 1 __9Q 
Ée D a 2 — 


Ici, on ne saurait prendre le point initial à l’origine des coordon- 
nées, car, en ce point, les fonctions P (x, y) et Q (x, y) ne sont pas 
définies; c'est pourquoi on prendra pour point initial un point 
À, (1; 1). Alors 


(+) dy=lnz+2ny+£—1+0C. 


U (x, = | (4+1)+ £ 
1 


Calculer la fonction primitive U (x, y) à partir de sa différen- 
tielle totale : 

129. dU = [e**Ÿ + cos (x — y} dr + [e**Ÿ — cos (x — y) +2] dy. 

Réponse. U = e**Ÿ + sin (x — y) + 2y + C. 

130. dU = (1 — e*-Ÿ + cos r} dx + (e*-V + cos y) dy. 

Réponse. U = x — e*-V + sin x + sin y + C. 

131. AU = (2° — Qxy? + 3) dr + (y? — 2xr°y + 3) dy. 

Réponse. U — 2 — x°y? + 3x + TL + 3y + C. 

132. AU = (2x — 3zy? + 2y) dx + (2r—3x°y + 2y) dy. 

Réponse. U — x? + y — £ y? + 2xy + C. 

133. dU = (sh x + ch y) dr + (x sh y + 1) dy. 

Réponse. U—chr+zchy+y+c. 

2 

134. dU — (arcsin x — x In y) dr — (aresin y + L) dy. 

Réponse. U = x arcsin z — y arcsin y + y 1 — x 1— y — 
— 2 In y+C. 

| Gt; æ) 


135. Calculer | (c+y)dr+(r—y)dy sur divers contours 


(0 ; 0) 
réunissant les points O (0 ; 0) et Mn; x): 
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a) le long de la droite OM; 
b) le long de la courbe y = x + sin z; 
c) le long de la ligne brisée de où P (x; 0); 


d) le long de la parabole y — 
Réponse. n° (pour tous les ie 
136. Calculer & x dy + y dx sur divers contours fermés : 


K 
a) le long de la circonférence x = cost; y — sin t; 
b) le long du contour limité par un arc de parabole y — x? et 
un segment de droite y = 1. 
Réponse. O (pour tous les cas). 


S 3. Formule de Green 


Si C est la frontière d’un domaine D et que les fonctions P (x, y) et Q (x, y) 
sont continues ainsi que leurs dérivées partielles premières 7 © dn dans le 


domaine fermé D (y compris la frontière C), alors la formule de Green 
_T 6ôQ _ôP 
Grurou- [5 (2-2)u 
D 


est vraie; ici, le — du contour C est choisi de façon que le domaine D 
reste à gauche. 


137. Calculer I — & 2 (x? + y?) dr + (x + y}° dy en appliquant 


C 
la formule de Green si C est le contour d’un triangle de sommets 
aux points L(1; 1), M (2; 2), N (1; 3) parcouru dans le sens 
inverse des aiguilles d’une montre. Vérifier le résultat par une inté- 
gration immédiate. 

Solution. Dans l'intégrale donnée, P (x, y) — 2 (x? + y*), 


Q (x, y) = (x + y}. Par conséquent, æ = = — Dr + y) — 4y — 


— 2(xz — y). Ainsi donc, = $ 24 + 09 de + (e + dy — 


C 
= | 2 (x — y) dx dy, où le domaine D est le triangle LMN. 


D 

L'équation de la droite LM est y = x; l'équation de MN est y — 

— —Zx + 4. Calculons l'intégrale double étendue au domaine donné : 
2 k—x 


[= 2 | x | e-na- 2([u- tre 
1 
= 2 [ z G—z)—+ (m2 + re | dr = 
1 


= 4 (4x — x2— 4) dr 4[25+a 4] = ——. 
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Calculons maintenant l'intégrale curviligne proprement dite sur 
le contour C constitué par les éléments LM, MN, NL 


= | 2(2+ y) dr+(c+udy+ | 2(22+ 7) d+ 
LM MN 
+ (x + y) dy + | 2 (x? + y?) dx + (x + y)° dy. 
NL 
L'équation de LM est y — zx, et par conséquent, dy = dx, 
1 <a 2 À 
L’équation de MN est y — —zx + 4, et par conséquent, dy — 
= —dr, 2> y > 1. 
L'équation de NL est x = 1, d'où vient que dr = 0, 3 > y > 1. 
Ainsi, on a 


2 
1= | (+22) dr + (e+a) dr] + 


1 


1 
+ | {2x2 + (4—2)] dr + (x—x+ 4) (—dx)}+ 
: 2 | 
+ | (1 y}2 dy = 8 | z° dx + | (422 —167+ 16) dr + 
3 1 2 
Î 
+ [+de [£a +8 165 [+ (+ le —2. 


3 

138. Calculer en appliquant la formule de Green 
Gr yar+ a au 
C 


où C'est la circonférence x? + y? — R°? parcourue dans le sens inverse 
des aiguilles d’une montre. 


Solution. Ici, P(x,y)=-—zx2y, Q(x, y)=zxy?. Alors T 


0P 
a: — x? + y?. 
Par conséquent, 
1 & —22y dx + x?y dy — | | (x? + y?) dx dy. 
C D 


Introduisons les coordonnées polaires : 
z=pcos8é, y=psine, 0027; 
27 R 27 : 
1= | | p?.p do dB — | de | ps dp= +R. | de. 
D 0 0 0 
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139. En appliquant la formule de Green, transformer l’intégrale 
curviligne 


T= Ÿ [x + In (22 + y?)] dx + y In (x? + y?) dy, 
C 


où le contour C limite le domaine D. 


Réponse. | HE dx dy. 
D 


140. En appliquant la formule de Green, calculer l'intégrale 
$V + dr+ylry+in (xz+V 22+72)] dy, 
C 


où C est le contour du rectangle 1 L<r <4,0<y< 2. 
Réponse. 8. 


$ 4. Calcul des aires de surfaces 


L'aire S d'une figure limitée par un contour fermé simple C se calcule d’après 
la formule 


S= 5 Q ra dx. 
C 


Le contour d'intégration est parcouru de façon que le domaine limité par ce con- 
tour reste à gauche (sens positif). 


141. Calculer l'aire de la figure limitée par les courbes y — 
— 2°, x = y?, 8xy = À (on à en vue l’aire d’une surface adjacente 
à l’origine des coordonnées; fig. 19). 


Fig. 19 


Solution. En résolvant en même temps les équations des 


courbes, on trouve À (—: +): B (7: 5) : 
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L'’aire de surface cherchée est 


1 1 1 
S= + | zdy—ydr+: | zdy-ydr++ | zdy—yar- 


OA AB BO 
| + 1 ns dx 4 C 1+31n2 
on 2472 \ 1 pirs2vToMme.. 
= 5 E dx 8 | ma Z [Vz& 9Z = 0,13. 
0 1/2 1/4 


142. Calculer l'aire de la surface limitée par l’astroïde zx — 
— 4 Cos° {, y — a sin° f, ayant préalablement construit la courbe. 
Solution. L'aire de surface s’exprimera par l'intégrale: 


| 
S=+brdy—ydr, 
C 


où dy = Sa sin? ft cos t dt, dr = —Sa cos’ t sin t dt, 0 Lt < 27. 
D'où il vient 
4 
S=— | (3a? cos“ t sin? t + 3a? sin* t cos? t) d! — 
0 
3 27 302 27 
=> a? | sin? { cos? t dt — à | sin? 2t dt — 
0 0 


2x 
__ 32 3. I 27% _ 3na? 
= | (1— cos 4t) dt = a [t—zsin# | TT TR à 
0 


143. Calculer l’aire de surface limitée par les paraboles y? = x, 
= y: 

Réponse. = . 

144. Calculer l'aire de surface limitée par l'ellipse x = a cos #, 
y = bsint. 

Réponse. nab. 

145. Calculer l’aire du rectangle de sommets À (6; 1), B (4; 5), 
C (1; 6), D (—1; 1). 

: 45 
Réponse. LÉ 
146. Calculer l’aire de la figure limitée par le contour 0ABCO 


si À (1; 3), B (0; 4), C (—1; 2), O (0; 0), OA, BC, CO sont des 
segments de droites, AB étant l’arc de parabole y — 4 — zx*. 


: 25 
Réponse. 3 - 
147. Calculer l'aire de surface limitée par la cardioïde 


zx = 2r cos t — r cos 2{, y —= 2r sin { — r sin 2{. 
Réponse. Gnr:. 


k— 079 
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$ ©. Intégrales de surface 


Soient. F (x, y, z) une fonction continue et z = f (x, y) une surface lisse S, 
où f (r, y) est donnée dans un certain domaine D du plan rOy. On appelle in- 
tégrale de surface de première esrèce la limite d’une somme intégrale de la forme 


| | 
lim D FŒn me En ASa= | | Fev 245, 


max dkh—0 
k=1 s 

où AS, est l’aire du k-ième élément de la surface S, x: ne; C2) est un point 
appartenant à cet élément, d, est le diamètre de cet élément, F (x, y,z) étant 
définie en chaque point de la surface S. | 

La valeur de cette intégrale est indépendante du choix de la face de la sur- 
face S sur laquelle s’effectue l'intégration. 

Si la projection D de la surface S sur le plan xOy est univoque, alors l'in- 
tégrale de surface de première espèce correspondante se calcule d'après la formule 


re UE z) dS =- 


S 
(free my 1+(2)+ (2) ar av 


D 


Si P (x, y,1), Q (x, y, 2), R (x, y, z) sont des fonctions continues et que S*+ 
est la face de la surface lisse S, définie par la direction de la normale n (cos «, 
cos B, cos y), alors l'intégrale de surface de deuxième espèce correspondante s'ex- 
prime comme suit : 


fi P dy ds Q ds dx R x ay= | | (P cos a+ Q cos BL R cos y) dS. 

s* S 

. Lors du passage à l’autre face S- de la surface, cette intégrale change de 

signe. 

Si la surface S est donnée sous forme implicite ® (x, y, z) = 0, alors les 

cosinus directeurs de la normale à cette surface sont définis par les formules : 
0O 


0x 
COS à = 


cos BP — 


eV (a) +) +2) 
de, 


EE 
eV (2e) +) +) 


où le signe devant le radical doit concorder avec la face considérée de la surface. 


cos = 
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Les moments d'inertie d'une portion de la surface par rapport aux axes de coor- 
données s'expriment par les intégrales de surface: 


Ie | | +245, Loy= || 242945, Lo:= J À (a? 9) a. 
S S 


On peut calculer les coordonnées du centre de gravité d'une portion de surface 
d’après les formules: 


- - - 
ar 2 À on = || vas, = (| 205, 


où S est l’aire de la portion de surface donnée. 


148. Calculer J — | (x? + y?) dS, où Sest une portion de 


s 14) 
surface conique 2° — 2° + y? contenue entre les plans z = 0 et 
2 1, 

Solution. On a: 


z2=V +, 
0z z 0z 


Ver à Var 
as=y 1+(#)+(È) re 


5 
=V 14 + dx dy =V 2-dx dy. 


L'intégrale cherchée se ramène alors à l'intégrale double 


l= | k (x? + y?) V2 dx dy. 


— 


Le domaine d'intégration D est le disque 1° + y° < 1, d'où 
il vient 


tri (2° + y?) dx dy — 4 2. EX p° dp — Va. [æ-5 va 


149. Calculer le moment d'inertie de l’hémisphère z— 
= + Va? — x? — y? par rapport à l'axe Oz. 
Solution. On a: 
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— y? 
To: = [] (x°+ y?) dS = J] (x? + y?) ASS dx dy. 


. | x? y2 _ a dx dy 
+ og V'a2— 72 ° 


Le domaine d'intégration est la projection de l'hémisphère sur 
le plan xrOy, c’est-à-dire le disque x? + y? < a?, d'où, en passant 
aux coordonnées polaires, on obtient 


To: [Je DE =] 


(on peut Ne ou eu à l'aide de la substitution 
p = a Sin {). 
150. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la portion 


£ 


Ur 
À 
Um. 


Fig. 20 


du plan z—x limitée par les plans x + y = 1, y— 0, x = 0 
(fig. 20). 
Solutio La ee l'aire S de la portion donnée du plan 


zx Ona 2 —_ 1, © > — 0, et par conséquent, 


MATE) MELTE Vale a 


dt his V2, Az} = vi 
0 


Jjeas- à [ee VS 


S 


: É 
S 

0 

ne à s(i—a) drain] =; 
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de 


1 
o 3° 


1 
= | (1 — x)? dx — — +12 
0 
z 


= + J] as = + [| x dS =+ 


(on a fait usage de l'équation du plan z = x). 
151. Calculer les coordonnées du centre de gravité de la portion 


2 y2 
de la surface z = 2 — y située au-dessus du plan zxOy. 
Réponse. x=y—0, ze VS, 


152. Calculer le moment d'inertie du paraboloïde = EE 
rapport à l’axe Oz pour 0Sz<1. 


Réponse. Tor = + (1+6V3). 
153. Calculer NE dS, où S est la portion de la surface 


par 


z—2?+y? située entre les plans z2—0 et z— 1. 
L 125 V 5—1 
Réponse. 4% — 
S 6. Formules de Stokes et d’Ostrogradski-Gauss. 
Eléments de la théorie du champ 
Si les fonctions P= P (r,y,2), Q= Q{(zx,y,z), R= R (x, y, z) sont con- 


tinues ainsi que leurs dérivées partielles premières sur une surface $ et que C 
est un contour fermé limitant la surface $, alors onfa la formule de Stokes 


Ÿ Pdr+Qdy+R &= 
C 
= {STE} (AE) cu (22H) at 


où cos &, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la normale à la surface S ; 
le sens de la normale se définit de façon que, vu du côté de la normale, le con- 
tour C soit parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. 

Si les fonctions P = P (zx, y, 2), = Q(z,y,z)}, R=R(z,y,z) sont 
continues ainsi que leurs dérivées partielles premières dans un domaine fermé T 
e. l’espace limité par une surface lisse S, on a alors la formule d'Ostrogradski- 

auss 


{ (P cos a+ Q cos B+ R cos y) dS = | | | (++) dx dy d, 
s T 
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où cos &, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la normale extérieure à la 
surface S. 


Si un vecteur variable F est une fonction vectorielle du point de l'espace : 
F=F(M)=F(r), où SM (x y,2), r = zi + yj + zk, 
alors ce vecteur définit un champ vectoriel. Exprimé en coordonnées, il va s’é- 
crire : 
F=P(y;zi+Q(z uv, 2)j+R (x v,2)k, 
où P=P(x,y,z), Q—=Q(x,y,z), R=R(z,y,z) sont les projections du 


vecteur F sur les axes de coordonnées. 
On appelle divergence du champ vectoriel F (M) = Pi + Qj + Rk le scalaire 


| ur 24 20 4 2R 
sy ru dy ‘ 6° 


On appelle rotationnel du champ vectoriel F (M) = Pi + Qj+ Rk le vecteur 
R : 06P  6R 6] 8P 
_ pe) (5 e)s (-T)e= 
| Ci j k 
_|5 5 2 
7 | 0x dy 62 |‘ 
P Q R 


On appelle fiuz du champ vectoriel F (M) à travers une surface S dans le 
sens défini par le vecteur unitaire de la normale n = cos a&-i + cos f:j + 
+ cos y-k à la surface S, l'intégrale de surface 


J] Fn dS — | | Fn dS = J 1 (P cos a+ Q cos B+R cos y) dS. 
S 


La formule d'Ostrogradski-Gauss sous forme vectorielle est de la forme 


Qr dS = | | | div F dy. 
T 


On appelle intégrale linéaire du vecteur F prise le long d’une courbe X l'in- 
tégrale curviligne 


{rar | Pac+ Qay+Ras, 
K K 


représentant le travail accompli par le champ vectoriel le long de la courbe &. 
Si le contour C est fermé, alors l’intégrale linéaire 


À par ® Pds+Qdy+R de 
C C 


est appelée circulation du champ vectoriel C (M) le long du contour C. 
La formule de Stokes sous forme vectorielle est 


® rar= | | n-rotFdS. 
C S 
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154. Calculer l'intégrale {| [x cos a + y cos B + z cos y] dS, 


s 
étendue à la surface d’un corps quelconque. 
Solution. D'après la formule d'Ostrogradski-Gauss, on a 


{ (x cos a -- y cos B + z cos y) dS — 
s 


= 2 79 _ A4). 
= [IT ÉTERMEION 72) dx dy ds 3j À Jarayae 3V 


où V est le volume du corps. 
155. En appliquant la formule d’Ostrogradski-Gauss, transior- 
mer l'intégrale de surface 


FC ôu ou ôu 
\) 7 dy dz+ a 22 d2+ dx dy 


en une intégrale de volume. 


Solution. On peut écrire l'intégrale donnée de la manière 
suivante : 


Damats dx di + © dx dy = 


AT Se cosa+ D cos B+ 2 cos y) ds, 


la dernière on d’après la formule d’Ostrogradski-Gauss, étant 


[IE (+ TE (2) ] dx du de — 
=j1} F3 Poe ) dr dy de. 
T 
Par conséquent, 


\E dy de + À dx de + À de dy = 
_ | ji (Se + he +) de dy d2. 
T 


156. Calculer 7 — & z°y$ dr + dy + z dz, en appliquant la for- 


C 
mule de Stokes si C est la circonférence x° + y? = r?, : = 0. 
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Solution. D’après la formule de Stokes 


Ko 
C 


P=1ÿ, Q=1, R=z. 
Par conséquent, le deuxième membre se présente comme suit 
— | | 3x2y? cosy dS, 
s 


où dS cos y = dx dy. Ainsi donc, on a 


F3 | | r°y? dx dy. 
D 


En posant z=pcos0, y—psin6, on a 
14 


2 r 
I= —3 | | p$ sin? 6 cos? 0 dp d0 — — 12 | sin? 6 cos? 6 dO | p5 dp — 
D 0 0 


EL LE 
2 2 

— — 2 | sin? 6 cos? 6 d0ô —- ee | sin? 20 d0 — 
0 0 


+ a 
ne | (= cos 48) d8— — À T6— Lsin 40 |* = 2. 
0 


157. Calculer le flux du vecteur r (r est le rayon vecteur du point) 
à travers la face extérieure de la surface d’un cylindre droit circulaire 
si l'origine des coordonnées se confond avec le centre de la base 
inférieure du cylindre, R étant le rayon de base du cylindre et À 


sa hauteur (fig. 21). 
Solution. Pour calculer le flux du vecteur r à travers 


la face extérieure de la surface du cylindre, il suffit de calculer 
le flux du vecteur r à travers laï base inférieure, la surface latérale 


et la base supérieure du‘cylindre. 
On a Q,., = | RE ds, mais la projection du rayon vecteur 


S 
r sur la normale ce à la” base du cylindre est nulle, d'où 
vient que O5. = 0.7 
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La projection du rayon vecteur sur la normale à la surface latérale 
est égale au rayon de base du cylindre, c'est-à-dire r, — À. Alors 


Qa= [[RAS = RS, = Sn. 
S 


Fig.21 


La projection du rayon vecteur sur la normale à la base supérieure 
est égale à À, d'où il vient 


Qb.s=k- | | dS=h.Sy=nR?h. 
8 


Ainsi, le flux du vecteur r à travers la face extérieure du cylindre 
est 


Q = 2xR*h+nR?h = 3nR?h. 
158. Calculer la divergence du champ vectoriel A — 
= ti + y + z°k. 
0AÀ 
Solution. On a par définition divA— 2 +, 
où A,.—=12?, A,=y?, À, =2?. 
Ainsi, div A =2(x + y +2). 


159. Calculer la circulation du vecteur À — —œoyi + wxj suivant 
la circonférence x = a cos t, y — a sin t dans le sens positif. 
Solution. La circulation du vecteur À = —oœyi + wzxj est 
27 


Ÿ A dr = ® — y dr + wx dy —= © | (a? sin2t + a? cos? t) dt = 2na°w. 
C C 0 


160. Montrer que rot (grad u) — 0, c'est-à-dire le rotationnel 
du gradient de n’importe quel scalaire est nul. 


58 INTÉGRALES CURVILIGNES ET INTÉGRALES DE SURFACE (CH. IT 


Solution. Vu le fait que les projections du vecteur du gra- 


dient sont les dérivées partielles au , Le : cu . alors 
0x" Oy  9z 

i  j k 
Ô Ô Ô 

M es . { Ou o2u 

rot (grad u) — 0x y z si) — 
Ou Ôôu ou 
Oz y  9z 
. { Ou ô2u o2u ou 
ne. Ôx 0z  Ôx oz }+k( Ôx Ôy  Ôôrôy ) = 0. 


161. En appliquant la formule de Stokes, calculer l'intégrale 
curviligne « (y + 2) dx + (2 + x) dy + (x + y) dz, où C est la 
C 
circonférence 2° + y? + 2? = a?, x ty +z—= 0. 
Réponse. (0. 
162. Calculer l'intégrale | | (x$ cos a + y° cos B + 2° cos y) dS 


s 

prise sur la surface de la sphère x° + y? + z° — a*?, où «, B, y 
sont les angles formés par la normale extérieure avec les axes de 
coordonnées. 


Réponse. _ na. 

163. Calculer l'intégrale 
[ | [(Z2 — y?) cos a + (x° — 22) cos B + (y? — x?) cos y] dS 
"s 


prise sur la face extérieure de la surface de la demi-sphère z° + 
+ y + 2 = a (2 > 0). 
Réponse. 0. 


164. Calculer if (x cos « + y cos B + z cos y) dS, où S est 


s 
la face extérieure de la surface de l’ellipsoïde 


etata-t 
Réponse. Anabc. 
165. Calculer | | x dy dz + y dx dz + z dx dy, où S est la face 
extérieure de la surface du cylindre 2° + y = a (—h << zx <h). 


Réponse. 6ra°h. 
166. Calculer le flux du vecteur F = 2°i + y°j + z°k à travers 


la surface latérale du cône 2° + ÿ < T2, 0Zz<h. 


Réponse. ZnR°h (3R? + 2h°). 
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167. Calculer la divergence propre au gradient de la fonction 
u — eXtu+z 

Réponse. div (grad u) — 3u. 

168. Calculer div (u X v), où u = zxi + yj + zk, v = yi + zj + 
+ xk. 

Réponse. div (uX v) = z + y + 2. 

169. Calculer le flux du rayon vecteur r à travers la face extérieure 
de la surface d’un cône droit circulaire, si À est la hauteur du cône, 
R étant le rayon de sa base. 

Réponse. Q — nR°h. 

170. Calculer la circulation du vecteur À — —yi + xj sur la 
circonférence zx° + (y — 1)° = 1. 

Réponse. 2x. . 

171. Calculer la circulation du vecteur u — (x + z) i + 


| vu 2 y2 
+ (z — y) j + zk sur l’ellipse T +5 = 1. 
Réponse. nab. 


172. Calculer rot (r-a)r, où r = zi + yj + 2k, a — i + j + k. 
Réponse. — [(y — 2) i + (z — x) j + (x — y) kl. 
173. Calculer rot (ra) b,oùr=zi+yj+zk,a—i+iji+k, 


bD—i—;ij—k. 
Réponse. 2 (ji — k). 
174. Montrer que div (a X b) — b rot a — a rot b. 
175. Montrer que div (fA) = f div A + A grad f. 


CHAPITRE III 


SÉRIES 


$ 1. Séries numériques 


Considérons une suite numérique infinie Uj, Uo, Ugs + - + Uny + + +» OÙ Un = 
= f (nr). L'expression 


U+uüuatug+...+un +... 


est appelée série numérique infinie, les nombres u,, us, us, ..., u, étant les 
termes de cette série; u, — f (n) est appelé terme général. Bien souvent la série 
Lee) 


s’écrit sous la forme >» Un. 
n=i 
La somme des n premiers termes d’une série est désignée par S, et est appelée 
n-ième somme partielle de la série: 


Sn =ututug+t...+u,. 


La série est dite convergente si sa n-ième somme partielle S, tend vers une 
limite finie en cas d’un accroissement infiniment grand de n, c'est-à-dire si 
lim S,— S. Le nombre S est appelé somme de la série. Si toutefois pour 
n 0 
n —æ oo la n-ième somme partielle de la série ne tend pas vers une limite finie, 
on dit que la série est divergente. 

La série constituée par les termes d’une progression géométrique décroissante 


quelconque 
a+ ag + ag +... + agi +... (1gl< 1) 
est une série convergente dont la somme est} 1 _ r 
La série 


1 1 1 1 
++ tarte tatess 


appelée série harmonique, diverge. | … 
Citons les principaux théorèmes sur les séries numériques convergentes. 
1. Si la série 
U + Uo + Us... 
converge, alors la série! 
Um+1 À Um+e Ÿ Umts Pose, 
obtenue à partir de la série donnée en supprimant m premiers termes, converge elle 


aussi (cette dernière série est appelée m-ième reste de la série initiale), et inverse- 
ment, de La convergence du m-ième reste il résulte la convergence de la série donnée. 


2. Si La série 
U + ua + us +... 
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converge et a pour somme le nombre S, alors la série 


au, + aus + aus + ... 
converge elle aussi, la somme de cette dernière série étant égale à aS. 
3. Si les séries 
UF +us+... et UV ua... 


dont les sommes sont respectivement S et © convergent, alors la série 


(us + 3) + (ua + ve) + (us + vs) +... 


converge elle aussi, la somme de cette dernière série étant égale à S + 0. 


4. Si la série 
nm +uat+us+... 


converge, alors lim u, = 0, c'est-à-dire pour n — la limite du terme général 
me  « # 0 
d'une série convergente est nulle (critère nécessaire de convergence d’une 
série). | 
Ainsi donc, si lim u, = 0, alors la série diverge. 


fn —+00 
Enumérons les critères essentiels de convergence et de divergence des séries 
à termes positifs. 


Premier critère de comparaison. Soient données deux séries à termes positifs: 
Wtkutus+...+un +... (1) 

el 
Ut +u+k..+untk...s, (2) 
chacun des termes de la série (1) n'étant pas supérieur au terme correspondant de la 
série (2), c'est-à-dire queu, < Un (n = 1, 2, 3, . . .). Alors, si La série (2) converge, 
la série (1) converge elle aussi; si la série (1) est divergente, la série (2) l'est aussi. 
Ce critère reste valable, si les inégalités u, < v, sont vérifiées non pas pour 


tous les n, mais seulement à partir d’un certain numéro n = N. 
Deuxième critère de comparaison. S'il existe une limite finie et différente 


(se) O0 
e Q U e e 
de zéro lim —"—=k, alors les deux séries > u, et > Vh convergent ou divergent 
n+o Un n= 1 n=! 


simultanément. 
Critère de Cauchy. Si pour la série 


U+u+tus+t...+u, +... 


il existe lim V un = C, alors cette série converge si C < 1 et diverge si C > 1. 
n—+00 
Critère de d’Alembert. Si pour la série 


U + ua tus+...+u, +... 


e . e U F+ 5 & 
il existe lim 2 = D, alors cette série converge pour D < 1 et diverge 
Ti—00 n 


lorsque D > 1. 
Critère intégral. Si f(x) est une fonction continue, positive et monotone dé- 
O0 


croissante pour zx > 1, alors La série > Un, Où un = f(n), converge ou diverge 


n=1 
O0 


selon que l'intégrale | f (x) dx converge ou diverge. 


Considérons maintenant les séries dont les termes sont de signes opposés. 
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On appelle série à termes alternés une série de la forme 


Uy — Ugo T Us — Uy + ..., 
où u, > 0(n = 1, 2, 3, ...). 

Critère de convergence d’une série à termes alternés (critère de Leibniz). 
Une série à termes alternés converge si les valeurs absolues de ces termes vont en 
décroissant et que le terme général tend vers zéro, c'est-à-dire si les conditions 
suivantes sont vérifiées: 1) u, > us > us >... et 2) lim u, = 0. 

n 00 

Prenons la n-ième somme partielle d'une série à termes alternés pour laquelle 

le critère de Leibniz est vérifié: 
Sn = u—-utus—-u +... (—{f} lu, 

Soit R, le n-ième reste de la série. Il peut être écrit comme la différence entre 
la somme de la série S et la n-ième somme partielle S,, c'est-à-dire 

: Ra —_— S RENE Sne 

Il est facile de voir que 

Ra = (1) (unta — une + Unts — Unit - - ). 

La valeur de | R, | est évaluée à l’aide de l'inégalité 


lRnl < une 


Arrêtons-nous maintenant sur certaines propriétés des séries alternées 
(c'est-à-dire des séries à termes alternés et des séries à termes de signes quel- 
conques). 

La série alternée 


+ ut ut... 


converge si la série ” 


ll le als se 


converge elle aussi. 


O0 


Dans ce cas, la série initiale > Un est dite absolument convergente. 
n= 1 


O0 O0 
La série convergente >» un est dite semi-convergente si la série >| un | 
. n= 1 n=Î 
diverge. 


O0 
Si la série 5 u, converge absolument, alors la série obtenue après la permu- 


n= 1 
tation arbitraire d'une infinité de ses termes convergera absolument et aura la 
même somme que la série initiale. 
O0 


Si la série u. est semi-convergente, alors, après une permutation d'une 
n [4 ’ 


n—=1 
infinité de ses termes la somme peut changer. En particulier, en regroupant 
d'une façon appropriée une série semi-convergente, on peut notamment la trans- 
former en une série divergente. 
Si les séries u, + uo + ua + ... et uv + vo + v4 +... convergent absolu- 
ment et ont respectivement pour sommes S, et S,, alors la série 


UaUy + (ave + Vite) + (uivs + evo + ustr) +... 
so. + (uit, + UgUn À see + Unty) +... 


converge absolument elle aussi. 
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On appelle cette série produit des séries 
U + Uo + ug+... et Uy + Ve + Va +... 
Sa somme est égale à S:-52. : 


176. Soit donné le terme général u, = TT d’une série. 


Ecrire les quatre premiers termes de la série. 


Solution. Sin—1, alors =, 
si 2 —2, alors Le = 
101 ? 
si nr —3, alors De. 
1001 
si n — 4, alors u, — = 
| 10001 ? 


On peut écrire cette série sous la forme 
1 2 3 4 
EULES TO OLIE TOO LEE T7 RS 
177. Calculer le terme général de la série 
1 3 0) 7 
2rata ta. 


Solution. Les numérateurs successifs forment la progres- 
sion arithmétique 1, 3, 5, 7, ...; trouvons le n-ième terme de 
cette progression d’après la formule a, — a; + din — 1). Ici, 
a = 1, d=2, d'où a, — 2n — 1. Les dénominateurs successifs 
forment la progression géométrique 2, 2°, 2%, 24, ...; le n-ième 
terme de cette progression est b, — 2". 

Par conséquent, le terme général de la série est u, — 


178. Calculer le terme général de la série 


+7) +) + (5) +. 


2n — 1 
x 


Solution. La puissance de chaque terme coïncide avec le 
numéro d'ordre de ce terme, d’où vient que la puissance du n-ième 
2 : À : 2 4 5 
terme est égale à n. Lesnumérateurs des fractions — , To. 
forment une progression arithmétique de premier terme 2 etde 
raison 1. C'est pourquoi le n-ième numérateur est égal à n + 1. 
Les dénominateurs forment une progression arithmétique de 
premier terme 3 et de raison 4. Par conséquent, le n-ième dénomi- 
nateur est égal à 4n — 1. 
Mass 2 + n—+ii\n 
Ainsi, le terme général de la série est u, 


— \An—i 
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ge 1 1 1 1 
179. Calculer la somme de la série rstsstss test 2 
Solution. Ona Un = NET - Etant donné que 
1 1 


Un TZ ( 2n=T ?n+i }- 
alors 


. 4 1 
mg (s-s), 
us = (1 se 
s=5(5-7): 
m=s(r-+) 
#7 2\7 9) 


5 : 1 =: 1 1 SE 2 
Etant donné que limS,, = — lim (1———)=. alors la série 
ro ee 2n+1 2 
converge et a pour somme J. 


7 1 1 1 
180. Calculer la somme de la série +53; tas +... 


; in 1 1 
Oo Mettons le terme Ses nm am) MT+2) de la 
série sous forme d’une somme de fractions élémentaires : 


1 A B C 
DD on latest 


En multipliant par le dénominateur du premier membre, on 
obtient l'identité 


1= À (n + 1)(n +2) + Bnn +2) + Cni(n +1). 
En posant ici successivement nr — 0, —1, —2, on trouve: 
pour n —0:1—21; À — 1/2, 
pou n = —1:1— BB; B — —1, 
pour n — —2: 1 — 2C; C = 1/2. 
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Donc, 


c'est-à-dire 


_ D'où il vient 
{ 


1 2 1 
mg (1—-5+5), 
14 /1 2 1 
m=z(z-5 +); 
4 Ji 2 1 
M=z(s-7+5), 
1 / 1 2 1 
m=z(z-5 +5). 
et 
1 2 1 1 2 1 1 2 1 
sm (t-hhttetts 4 
{ 2 1 1 2 1 11 2 41 
A0 dd nm enr 
1 fi { 1 
=5(5- ts). 
Ainsi, lim Sn =: par conséquent, la série converge et a pour 
7i—+00 
à 
181. Etudier la convergence de la série 


2 | 1 | | , 
State tmrat... 


Solution. La série est constituée par les termes d’une pro- 
gression géométrique infiniment décroissante et, pour cette raison, 
elle converge. 


9 
Calculons la somme de la série. Ici, a — TZ: Ê—= _ (raison 
de la progression). D'où il vient 
. | 
a se 4 
ENS: 
2. 


182. Etudier la convergence de la série 


1 1 1 14 7 
rtatatate.. 


5—079 
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Solution. La série proposée est obtenue par suppression 
des dix premiers termes d’une série harmonique. D'où vient qu’elle 
diverge. 

183. Etudier la convergence de la série 


| 2 3 4 
TETE Ti ee. 


Solution. Calculons le terme général u, = ;— de la 
série. 
Vu le fait que 
n—+00 n—+00 3n — 1 n—00 3 1 3 


c’est-à-dire que lim u, + 0, la série diverge (la condition néces- 
ñn+00 


saire n'est pas satisfaite). 
184. Etudier la convergence de la série 


0,6 + 0,51 + 0,501 + 0,5001 + .... 
Solution. Ici u, — 0,5 + (0,1)", lim u, —=0,5- 0 et 


la série diverge. 


4 
185. Etudier la convergence de la série Ÿ LE 
n=i 
Solution. Les termes de la série proposée sont plus petits 


que les termes correspondants de la série > 7 c’est-à-dire de la 
n=1 

série += ++ ... . Mais la dernière série converge comme une 

progression géométrique infiniment décroissante. 


Par conséquent, la série proposée converge elle aussi. 
186. Etudier la convergence de la série 


1 1 1 . 
LS an tan ee -, Sl p<1. 


Solution. Les termes de cette série, à commencer par le 
deuxième, sont plus grands que les termes correspondants d'une 
série harmonique. Par conséquent, la série proposée diverge. 

187. Etudier la convergence de la série de terme général 


1 
Un 7m 


Solution. Comparons cette série à celle dont le terme géné- 
| * e % e # Ld e e e e 
ral est v, — n (c'est-à-dire à une progression géométrique infini- 
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ment décroissante). Appliquons le deuxième critère de comparaison 
des séries : 


: Ji  —— 
Un 4.203 PE] | 4° 


on 


Vu que la limite est finie et différente de zéro et que la série > = 


n=1 
converge, la série donnée converge elle aussi. 
188. Etudier la convergence de la série 


1 1 1 1 
2rpderavin 


Solution. Ici ur — Comparons la série en question 


a 
3n—1 
« 2 ; 1 

à la série harmonique dont Un = —: 


n 1 
3n—1 3° 


[1 U e 
lim —® = lim 


n<+ 00 Un n—+00 


Par conséquent, la série donnée diverge. 
189. Etudier la convergence de la série 


HD (8) 


Solution. On a un — () Dans ce cas, il est commode 


d'appliquer le critère de Cauchy, car V'Un= ET , alors que la 
limite de la fraction ——"— se calcule aisément : 
2n +1 
L 1 GE e LA 1 { 
C= lim u, = lim" = Jim =— : 
limy nue MTT ner 2° 


étant donné que C =+<1, la série converge. 


190. Etudier la convergence de la série D _ (1+1)". 


+ 


n=i 
Solution. Appliquons à nouveau le critère de Cauchy : 


un = (1++)", V'un=r(1+2)", 


étant donné que C >> 1, la série diverge. 
5% 
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191. Etudier la PARNREeRSE de la série 
on 
tt Dr 
Solution. Appliquons le critère de d’Alembert : 
on 2n+i 
AT Re D 
Un+1 2n10 2n'0 | 2 … 
CR CESSE 
n 
Etant donné que D >> 1, la série diverge. 
192. Etudier la rs _ la série 
73 +3 +++ toast Es 
| _ : LA __a+i Un+i n+ 1 
Solution. Ici Un = rs Un = rs ae VS 
3? 8? 
di 
D= lim” ie D<1. 
n— 00 n V3 n—>00 V3 V3 | 
Par conséquent, la série converge. 
193. Etudier la ds - . série 
DIS+S 
| TT 2 _. l 
un n +1 
Solution. On a Te Un+i = Jus LES PRE 


| (n+1) 1? Un n+1? 
= im 0: D<1. Donc, la série converge. 


194. Etudier la convergence de la série 


1 1 1 
LH + 7 +... 


: a 21 un L Unst RE 
Solution. On A Un ——7 : Unti = TETE dan — 
Se  — D = lim #=lim 


—4{., Vu que D—1, le 
1+— 1-00 Un n+00 (142) 


critère de d’'Alembert ne Dertiel pas de conclure si la série converge 
ou qu’elle diverge. 
Appliquons le critère intégral : 
: | | | 
—. dx _ 
=— T2 , — __— 


z 2 * zx 


Un =. d'où vient que f(x) — 


=1.. L'intégrale converge (elle est une gran- 


deur finie) et, pour cette raison, la série donnée converge elle aussi 
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195. Etudier la convergence de la série 


{ 
ZM 3n3  4mét::: 
Solution. Appliquons le critère intégral: 
1 f { 
mobi (Ones 
dx 


Un —= 
Où O0 


dz _{ z+i 
| e+5 ner | M+1 —=Inln(z+1)|{f = 0. 


L'intégrale diverge, la série donnée diverge elle aussi. 
196. Etudier la NH de la série 


4 
2-0 + ES LES 


Solution. Appliquons le critère de Leibniz. Vu le fait que 


2 _ 1 3 1 4 1 
HIT LT, Hit Net 1 + 


alors 
= + 
TPHET HET? LET 
Par conséquent, la première condition du critère de Leibniz 
# e LIN A4 # n 
est vérifiée. Etant donné que u, =; On a 


0, 


limun = lim — ns lim ] 
7! 00 n—00 + n— 00 n + — 
n 


c'est-à-dire que la seconde condition est également vérifiée. La 
série converge. 
197. Etudier la convergence de la série 


1,1 — 1,01 + 1,001 — 1,0001 + ... 


Solution. La première condition du critère de Leibniz 
est remplie : 


1,1 1,01 > 1,001 > 1,0001 >. ..; 
d'autre part, 
Fr Po limu — lim (1: | ) 1. 
di . 407 ? LES TT 40n L 


—+ 00 n—00 


Vu le fait que lim uw, 0. la condition nécessaire de la conver- 


10 
gence de la série n’est pas vérifiée. La série diverge. 
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198. Etudier la convergence de la série 


SES ESS CC 


Solution. Le terme général de la série ne tend pas vers zéro, 
donc, la série diverge. 
199. Etudier la convergence de la série 


Solution. Formons une série à partir des valeurs absolues 
1 1 1 1 
Est tort... 


Cette série est une progression géométrique infiniment décrois- 
sante et, par conséquent, converge. Ainsi, la première série converge 
également et ceci, de façon absolue. 

200. Calculer le produit des séries absolument convergentes 


2 22 23 21 27 
AL Pal Vol ar Pad nl) Tee 
et 


3 32 33 31 3" 
LR Er an dan re nus 


Solution. Le produit des séries données (en appliquant 
la définition citée à la page 63) est la série 
2 3 2? 2 3 32 
en ran) ler Farmer 


23 22 3 2 32 33 \, 

+ (Sr +2 tir a tar) tee 
| 2n 2n-1 3 2n-2 32 3n 
rte taesrate+tor)+.. 


n ! 


ou 
14 (2+3)+-7 (22+2.2.3+ 8) + 


ar (2+3-22.34+3.2.32+ 38%) +...+ 


1 n n | n- n | n— n 
RL he 


Etant donné que 


n | k 
Gm=DTr1 Cu (k = 1, 2e) 


$ 1] 


on 


ou 
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peut mettre la série sous la forme 


2 2+3)2 , (243) 2+3 
14 ES ON LEE... + EE +... 
5) 52 53 jn 
reparer vo 

201. Ecrire les quatre premiers termes de la série > TE 

n=1 
. 1 

Réponse. 1 105 1005 Ÿ 1000 Ÿ . 

202. Ecrire les quatre premiers termes de la série = : 
n=i 

Réponse. PEUR ain TT ie 


203. Etablir la formule du terme général de la série 


10000 | 
FR +T + 11 TT 7143. 


2 107 
Réponse. EE À | 
204. Idem pour ++ ++ ++ 


æ 2n —_— 4 
Réponse. Ta 
2 


5 22 23 21 
205. Idem pour TTi5t123113atc.. 


Réponse. a : 


1 1 1 1 
206. Idem pour CRETE 
(Go) Li 
Réponse. ni 


spot la ne de la série : 
Le ts + a+ Jin 
Rae 1. 


2n+1 
208. Dore 


FRS 1. 
209. 1.3: tr d-1 +5 
Réponse. 2 


12 ° 
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210. + (+ (ES) +. (m1). 


m 
Réponse. m. 
Le En *ppRAUANE le critère nécessaire, montrer que la série 


+ Es +—— FL +— e + ... diverge. 
212. Montrer que la série ÿ Enr diverge. 
n=1 


Etudier la convergence des séries en appliquant le premier 
critère de comparaison des séries: 


1 1 1 1 
A8. Lits tméatmet.. 
ARR La série est divergente. 


214. DE 


Pr La série est convergente. 
Etudier la convergence des séries en appliquant le deuxième 


critère de a des séries : 
244 2844 
215. tar _— LES 53+ 1 Fa 
Indication. Comparer avec la série s+(é) + 
_ La série est convergente. 


V2 V3 V4 
216. ; at it Zi1 24 it 
ne La série est divergente. 

En appliquant le critère de Cauchy, étudier la convergence des 
séries : 


> À (2n24+2nt1\r 
A7. D (Srpmt) - 


Réponse. La série est convergente. 

218. 3 + (2,1)? + (2,01)$ + (2,001) + 

Réponse. La série est divergente. 

En appliquant le critère de d’'Alembert, étudier la convergence 


des séries : 
19. + (HS) 2 (D) + (5) 45+ 
Réponse. La série est convergente. 
20. D (4) (2) +) a+ 


Réponse. La série est divergente. 
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En appliquant le critère intégral, étudier la convergence des 
séries : 

Le 
221. D — si p>1. 

n=i 
Réponse. La série est convergente. 

| { 

222. ind t 19 in 19 T 291n29 t és 


Réponse. La série est divergente. 
Etudier la convergence des séries alternées et établir la nature: 
de la convergence (absolument convergente, semi-convergente) : 


1 & T 10 
223. DR et Cr Ch 
Réponse. La série est divergente. 


224. 1,1—1,02+1,003—1,0004+ ... 
Réponse. La série est divergente. 


(+4) — ty 
225. 2 TR 
n= 


Réponse. La série est semi-convergente. 

1 7 13 19 25 31 
226. 5 + me — 10 das 108 — 106 À 
Réponse. La série est absolument convergente. 

1 1 1 1 1 1 1 1 


Réponse. La série est divergente. 
Etudier la convergence des séries : 


1 1 1 
228. 1——+—T+ ... 
Réponse. La série est semi-convergente. 
229. 1— + — + 
Réponse. La série est absolument convergente. 
1 1 1 1 
230. + He +20 + +. 
Réponse. La série est divergente. 
1 1 1 1 
sta tætsæt 
Réponse. La série diverge (comparer avec la série de l'exemple 
précédent). 
D A VE AN SE DEAN 
À states t 


Réponse. La série est convergente. 


74 SÉRIES (CH. III 


1! 2! 3! 
233. etes pe se 
Réponse. La série est divergente. 
2! 3! 4] 
234. lb bar rat ….. 
Réponse. La série est convergente. 
1 1 1 
235. PPS tortaat . 
Réponse. La série est convergente. 


1 | 1 
236. 2In2-Inin2 "à 3ln3-lnin3 + 4 1n 4-In |n 4 +: Me: 


Réponse. La série est divergente. 


1 1... 1 
PE DRE er ur ere LE 


Réponse. La série est convergente. 


2 3  , 4 J 
FI 2 dis spa 


Réponse. La série est absolument convergente. 
239. 1—2+3—-4+5—6+... 
Réponse. La série est divergente. 
1 1 1 1 

20, tr 6 de. 
Réponse. La série est absolument convergente. 

1 2 3 4 5) 6 
Réponse. La série diverge. 


1 1 | 
242, 1. 


Réponse. La série est absolument convergente. 
1 1 1 1 

Fe one d'inde ot 

Réponse. La série est semi-convergente. 


244. Calculer le produit des séries absolument convergentes 
1 1 1 1 1 1 


: 1 1 1 
Réponse. 1+3 ++ +: ne 


245. Montrer que la série 1—©+ +... est absolu- 


ment convergente et l'élever au carré (la multiplier par elle-même). 
; 4 42 43 
Réponse. TE D 


$ 2) SÉRIES DE FONCTIONS 75 


$ 2. Séries de fonctions 
La série 
u (x) + us (2) + us(s) +... +un (2) +... 


dont les termes sont des fonctions de x est appelée série de fonctions. L'ensemble 
des valeurs de x pour lesquelles les fonctions u, (x), ue (x), . .., u, (x), . .. 
O0 


sont définies et la série >, un (x) converge s'appelle domaine de convergence 


n=]i 
de cette série de fonctions. Le domaine de convergence d’une série de fonctions 
est le plus souvent représenté par un certain intervalle de l'axe Oz. A chacune 
des valeurs appartenant au domaine de convergence X il correspond une valeur 
nt 
déterminée de la grandeur lim 3) u, (x). Appelons cette grandeur, qui est 
net ES | 

fonction de x, somme de la série de fonctions et désignons-la par S (x). 

Mettons S (r) sous la forme S (x) = S, (x) + R, (x), où S, (x) = u, (x) + 
+ ue (rs) +... Hun (x), Ra (à) + nt (2) + unte (2) +... (Ra (x) étant 
le reste de la série de fonctions). 

O0 
La série de fonctions convergente D un(z) est dite uniformément conver- 
n=1 

gente dans un certain domaine X si pour tout e > 0, pris aussi petit que l'on 
veut, on peut trouver un entier positif V tel que, pour n > W, l'inégalité 
| R, (x) | < & soit satisfaite, quel que soit z appartenant au domaine X. Il est 
bon d’avoir en vue que la somme S (x) de la série uniformément convergente 
O0 
> u, (x) dans le domaine X, où u,, (x) (n = 1, 2, 3, ...) sont des fonctions 
n=i 
continues, est une fonction continue. 

Formulons le critère suffisant de convergence uniforme d’une série de fonc- 
tions (critère de Weierstrass). 

Si dans un certain domaine X les fonctions u1 (x), us (x), . . ., un (x), . .. 
ne sont pas plus grandes en valeur absolue que les nombres positifs &, @, . .., 
An», et que la série numérique 


A+ atas+t... 


converge, alors la série de fonctions 


us (z) + ue (x) + us (x) + ... 


converge uniformément dans ce domaine. 

Pour conclure, formulons deux théorèmes se rapportant à l'intégration et 
à la dérivation des séries de fonctions. 

1. Si la série ua (x) + us (x) + ua (x) +. .., où ui (x), uo (x), ua (x), . .. 
sont des fonctions continues, converge uniformément dans un certain domaine X et 
a pour somme S (zx), alors la série 


b b b 
| uy (x) a+ | Uo @)d+ | ua (x) dr + 


b 
converge et a pour somme | S (x) dx, le segment [a, b] appartenant au domaine X. 


a 
2. Soient ui (x), ua (x), us (rx), . . . des fonctions définies dans un certain 
domaine X, dans lequel elles admettent les dérivées u; (x), us (x), us (x), . . . . 
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O0 
Si, dans ce domaine, la série > u, (x) converge uniformément, alors sa somme 
n=1 
est égale à la dérivée de la somme de la série initiale: 
O0 C0 
NT ’ d 
Di un(r)=l D un(z)}s 
n=1 n=1 


246. Soit donnée la série de fonctions 
&— x 1 &—zx \2 sl &— T 3 
7z +2 +5 (TE | ++ ( 7z+2 ee. 
Etudier la convergence de cette série aux points zx —0, x—1. 
Solution. Au point z—0, on obtient la série 


1 { : 
2+-2+e.2+ 2 se 
Ici 


on 9n+i 
Un =>, Unti == : 
Re Dne dt CHAT ET 


Appliquons le critère de d’Alembert : 


qe nat ge 24 Qn—i) 
D= lim = lim Fr D — 


n—00 n n 
2n— 1 2 
— 2 lim =2 lim AA 
n— 00 an +1 n—+00 241 
n 


c'est-à-dire D >> 1. Par conséquent, la série diverge. 
Au point z—1, on obtient la série 


1 14 1, 1 1 
nas mr 


Ici 
2 
D Gn(On—1)' NH Sn#i.(2n+ 1) ? 
y Una ]: 3n.(2n—1) _1,,, 2n—1 _T 
D Dr 3 at 
c'est-à-dire la série converge. 
247. Calculer le domaine de convergence de la série 
1 1 1 
1+ x2 LE 1 + x na 1+ 76 LS 
Solution. Calculons le terme général Un = de Ja 


série. Si [xz|<<1, alors lim u,-:-lim —=1; vu le fait 


nX n— 00 


Î 
Â + PAL 
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que lim u, = 0, la série diverge. Si | x | — 1, on obtient égale- 


n—+0 
ss : 1 1 1 
ment la série divergente = + trs t.... 
Si |z | > 1, alors les termes de la série proposée sont plus petits 
que ee Re de la progression géométrique infiniment décroissante 
FL + ++ -+..., c'est-à-dire que la série converge. 


Ainsi ae le domaine de convergence de la série est défini par 
l'inégalité | x | > 1. Il en résulte que la série converge si 1 << x + co 
OÙ —00 CT —1. 

248. Montrer que la a 

1 1 
221 — + = _ 28+4 sa De 
converge uniformément pour toutes les valeurs de x (—o << x << 00). 


Solution. Vu le fait que la série converge d’après le critère 
de Leibniz pour tout x, son reste est évalué à l’aide de l'inégalité 


; à. 1 
[Ra (x) 1 l'un (x) |, c'est-à-dire | R, (x) | < ZM LnTl < er 


Etant donné que les inégalités ET Zeetn > Z — 1 sont équiva- 
lentes, alors, en prenant n + N, où N est un entier positif quelconque 
vérifiant la condition N > = — — 1,on obtient l'inégalité | R, (x) | << 


<< &. Ainsi donc, la _. proposée converge uniformément dans 
l'intervalle (—o, +0). 


O0 


249. Montrer que la série >) x" converge non uniformément dans 


n=Î 
l'intervalle (—1, 1). 
Solution. Dans cet intervalle, la série converge comme 
une progression géométrique infiniment décroissante. On a R, (x) — 


= gti pognt D 28 DL, ., c'est-à-dire À, ( 


_ ant 
4 = 
lim |R;:(x)|— _ lim Rh(x) = 00. 

_X——1+0 > X—+1—-0 


Ld sl e. ° + Ld ee 
Par conséquent, en prenant e << — , on n'arrive pas à vérifier 


l'inégalité pour tout x. Donc, la série > x" converge de façon non 
n={ 
uniforme. 
250. En appliquant le critère de Weierstrass, montrer que la 
série 
sin z+- sin? 27 + —.sins 3x + 


converge uniformément dans l'intervalle (—oo, +). 
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Solution. Etant donné que 


<z et que la 


nè 
# ee 1 1 # __e Ld 
es ag L] L] L3 L] 
série 1 + E + 3 + converge, la série proposée converge 


uniformément pour tout x. 
251. Peut-on appliquer à la série 


arctg zx Larct — + arct 
g x + D VE + EE St 
le théorème sur la dérivation terme à terme des séries? 


Solutio dé Comparons la série proposée avec la série con- 
vergente x +5 DE + De + ... (pour tout zx fixé). Alors 


TZ T 
Un (x) = arctg PER Un (x) = RTE 


Vu que arctg «et « sont des infiniment petits équivalents, lim se = 
n—00 Un 


— { et, en appliquant le nur critère de LORPASROR on conclut 
que la série arctg x + arctg IT + ee + . converge. 


Considérons une série constituée par lee dérivées des termes de la 
série proposée. 
Calculons la dérivée du terme général : 
1 


: : n 9/2 : n3/2 
Un(T)= TS: 
TS 


La série formée de dérivées est de la forme 


2V2 , 3V3 , 4V4 
z2+1 FH x2 + 25 FEES z2+33 FEES z2 + 48 La tee: 
Remarquons que les termes de cette dernière série sont plus petits 
que les termes correspondants de la série convergente 1 + _ + 


+ _— + .... Par conséquent, d’après le critère de Weierstrass, 


la série formée de dérivées converge uniformément dans l'intervalle 
(—oco, +o) et l’on est autorisé à appliquer à la série donnée le 
théorème sur la dérivation des séries. 

252. Est-il rs d'appliquer à la série 


cos ++ * COS 2x +. cos 32+ cos 47 + .. 


le théorème sur l'intégration des séries de fonctions sur le segment 


F4] 
47 3 
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Solution. Les termes de la série proposée, pour toute valeur 
de zx, sont plus petits, en valeur absolue, que les termes correspondants 
de la progression géométrique infiniment décroissante 


+++... 


Aussi, d’après le critère de Weierstrass, la série proposée converge-t- 
elle uniformément dans l’intervalle (—co, co) et, par conséquent, 
on peut appliquer à cette série le théorème sur l'intégration des séries 


quel que soit le segment fini la, b] et notamment, le segment 
TI IT 


4° 3/]° 
253. On donne la série de fonctions 
3x + 1 3z+1 2 3z+1 \3 
nt) + (25) +. 
Cette série, converge-t-elle aux points x = 1, x = 2, x — 3? 
Réponse. Elle diverge aux points x = 1, x = 2 et converge 
au point z — 3. 
254. Etudier la convergence de la série de fonctions 
Le — 4x + 6) + D (z° — 4x + 6) +5 (x? — 4x + 6) + .… aux 
points zx = À et x — 2. 


Réponse. Elle diverge au point x = 1 et converge au point x — 2. 
255. Calculer le domaine de convergence de la série 


SG 
Réponse. (0, +). 
256. Calculer le domaine de convergence de la série 
Î 1 1 
Lrebes re 
Réponse. (1, +oo). 
257. Calculer le domaine de convergence de la série 


1 1 1 1 
AT CRGRN ENTER T 


Réponse. (—co, +oo). 
258. Montrer que la série S ET converge uniformément 
n=i 


dans l'intervalle (—co, +). 
259. Montrer que la série 


ts (EE) EEE es CN 


converge uniformément sur le segment [—1, 1]. 
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260. Montrer que la série 
z2 xd zi 
Sn HE D PNEUS + u—— 


dans l'intervalle (—2, 2) converge de façon non uniforme. 
261. Montrer que la série 


sin 3-Co0s z sin z 3.ccs x)? sinr+V3:cos x) 
SA GER EACERE SARL PROS SERGE ES . 
converge dans l'intervalle (—c, +oco) et établir la nature de sa 
convergence (uniforme, non uniforme). 

Réponse. La série converge uniformément. 

262. Peut-on appliquer à la série 


sinxz+-2-sin + sin + +sin + . 


le théorème sur la dérivation des séries de fonctions? 

Réponse. Oui. 

2 3 

263. Peut-on appliquer à la série 1 + nn + = + TT + 
le théorème sur l'intégration des séries de fonctions sur tout segment 
fini {a, b]l? 

Réponse. Oui. 

264. Peut-on appliquer à la série 


+1) +2( +1} +8 +1 +4 (x +1 +... 


le théorème sur la dérivation des séries de fonctions? 
Réponse. Non. La série diverge pour toute valeur de x. 


S 3. Séries entières 
Une série de fonctions de la forme 
Ga + a(r—-a)+aæa(r- a} +...+a,(r—-ar+... 


OÙ &@, Ag, Es + + +, An SOnt des nombres réels est appelée série entière. 

La propriété essentielle des séries entières consiste en ce qui suit: si une 
série entière converge pour x = zx, elle converge (et ceci, absolument) pour toute 
valeur de x telle que l'inégalité | x — a| < | x9 — a | soit vérifiée (tthéorè- 
me d'Abel). 

L'un des corollaires du théorème d’Abel est le fait que, pour toute série 
entière, il existe un intervalle de convergence de centre a {|z — a| < R ou 
a—R<z<a+R}, à l'intérieur duquel la série entière converge absolument 
pour diverger à son extérieur. Aux extrémités de l'intervalle de convergence 
(aux points x = a + R), diverses séries entières se comportent de manière diffé- 
rente: les unes sont absolument convergentes aux deux extrémités, d’autres 
sont soit semi-convergentes aux deux extrémités, soit semi-convergentes à l’une 
d’elles pour diverger à l’autre, et, enfin, il y a celles qui divergent aux deux 
extrémités. | e oo 

Le nombre R, qui est la moitié de la longueur de l'intervalle de convergence, 
est appelé rayon de convergence d’une série entière. Dans des cas particuliers, le 
rayon de convergence R de la série peut être nul ou égal à l'infini. Si R = 0, 


S 3] SÉRIES ENTIÈRES 81 


alors la série entière ne converge que pour z = a, mais si R = ©, BE la série 
converge sur tout l’axe numérique Oz. : 

Pour la recherche de l'intervalle et du’ rayon de convergence d une série 
entière, on peut faire appel à l’un des procédés suivants. 

1. Si parmi les coefficients de la série a, a, ..., ah, . .. il n'y a pas de 
coefficients nuls, c’est-à-dire que la série contient toutes les puissances 
entières positives de la différence rx — a, alors 


R — lim fn ë 
n—00 | An+1 
si cette limite (finie ou infinie) existe. 
‘ 2. Si la série initiale est de ta forme 
do + a(r— a)P+a(z—-a)ÿP+...+a (x— a)P+..., 
(où p est un entier positif déterminé 2, 3, ...), alors 
dñ 


Da 
R=— L’ lim 
no | An+1 
3. Si parmi les coefficients de la série il y en a qui sont nuls et que-la succes- 
sion des puissances restantes de la différence z.— a dans la.série est quelconque 
(c'est-à-dire qu'elle ne forme qe une progression arithmétique comme dans le 
cas précédent), alors le rayon de convergence peut être trouvé d’après la formule 
ARR Er pu | 
an TV | 
O0 


| an 
| 1h 

dans laquelle ne sont utilisées que "les valeurs de a, différentes de zéro. icette 
formule est aussi applicable dans les cas { et 2.) 
‘4. Dans tous les cas, l'intervalle de convergence peut: être trouvé en appli- 
quant immédiatement le critère de d'Alembert ou celui de Cauchy à à une série 
formée des valeurs absolues des termes de la série initiale. | . 

En recopiant la série sous la forme . : on 


Us (x) + HP eee seu (z) +. 
(ici, u = 00, un (x) = an (x — a)", où le rapport entre Net n — être quel- 


conque, le coefficient du n-ième terme de la série et non pas le coefficient de 


(x — a)" étant désigné par a,), on trouve |° intervalle de convergence à partir 
des inégalités: 


a) lim Junul 21 ou b) lim uni < 1 
Propriétés des séries entières 
Les séries obtenues par dérivation et intégration terme à terme d'’ une série 
entière admettent le même intervalle de convergence et leur somme à l’inté- 
rieur de cet intervalle de convergence est respectivement égale à la dérivée et 
à l'intégrale de la somme de la série initiale. 


Si 
S (x) = +: ne | 
—=0 
alors 
S” (x) > nan (z—a)r"1 L— R<r—a<R 
n=Î 
F { 
_ ant 
js Dan an (eat a) 


On ET } 


6—-079 
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L'opération de dérivation et d' intégration terme à terme d'une série entière 
peut être effectuée autant de fois que l'on veut. Ainsi donc, la somme d'une 
série entière à l’intérieur de son intervalle de convergence est ‘une fonction infi- 
niment dérivable. 


265. Etudier la convergence de la série entière 
1 
T+TT +7 T + ... 


Solution. Ici a, =? dr — ns - Calculons le rayon de 


convergence de cette série : 


EE Dim (142) =1. 


n— 00 n— 00 


R=lim|-* 


n— 00 | Zn+1 


Ainsi, la série converge pour les valeurs de x vérifiant l’inégalité 
—1 <z< Ai. Etudions la convergence de la série aux extrémités 
de l'intervalle. 


à ; à : 1 1 
Si x = 1, alors on obtient la série harmonique 1 + = + El + 
+ | + ..., qui, comme on le sait, diverge. 


à Se 1 
Si = —1, on a alors la série me 


Cette série converge car elle vérifie les conditions propres au critère 


de Leibniz. 
Ainsi, le domaine de convergence de la série entière est défini 


par l'inégalité —1 < x < 1. 
266. Etudier la LE ie de . série 


(x —2)+ (@—2 + (x —2) +. 


Solution. Ici 
1 
An — "5; An+1 — _ (n- TE 


R=lim"— GT = lim Tue 


1N—> 0 nñn— 00 


Par conséquent, la série converge si —1 << x — 2 << 1,c'est-à-dire 


que 1<rz< 3. 
Etudions la convergence de la série aux extrémités de l'inter- 


valle. 
. ; et 1 Î 1 
Si x — 3, on obtient alors la série 1 + :5+ 7 + on 
Cette série converge car la série 1 + 5 + D + 75 + ,..  con- 


verge lorsque p > f. 
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Si zx = 1, on obtient alors la série —1 + 5 + _ + & ES 


Cette série converge (et même absolument), car la série formée 
des valeurs absolues de <es termes converge. 

Ainsi donc, la série entière converge pour les valeurs de x véri- 
fiant l'inégalité double 1 << x < 3. 

267. Etudier la convergence de la série 


Ll(—5) +9! (x — 5) + 31 (x — 5) + 


Solution. Icia, —=n!, a+, = (n +1)!; 
: ue 1 
— M TT DE He 1-2 ICE Dr n+1 = 0. 


La série ne converge que pour x — 5 — 0, c'est-à-dire qu'elle con- 
verge au point z = 9. 
268. Etudier la convergence de la série 


+ + + 
Solution. Ona 
1 1 0: 
ER rs Ant = GE ? dp — L 
R= lim EH = lim(n +1) = 0 


Par conséquent, la série converge quelle que soit la valeur de x. 
On en conclut, entre autres, que la limite du terme général de la 


ne - . : FL 
série pour n'importe quelle valeur de zest nulle, c’est-à-dire lim — — 


noo /? 
= (. 
269. Etudier la convergence de la série 


xd x x° 
LH + 6 ao +: 
Solution. Cette série forme une progression géométrique 


: xÿ 
de raison q — ST 


> 1. Par conséquent, l'intervalle de convergence de la série 


K) 

Elle converge si rl << 1 et diverge lorsque 
13 
40 

pe Je 7 3/41n 97 —— : 
est défini par l’inégalité double mi 10< x < ÿ/ 10. On peut obtenir 
le même résultat en utilisant les formules citées aux pp. 2 et 3, 
page ô1. 

270. Etudier la convergence de la série 


10 8r15 46720 
2a+ + M, 


) 


60*+ 


A  — _—_—  — 
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. Solution. Posons 2° = f. On obtient la série 


4t2 _ 16t1 2n 2n+i 
DH +++ ner OT. 
ue le rayon de convergence de la dernière série : 
Î 
DE 
: 2n (2n +1). 2n+1 n 1 
| er Po PRe se us 
Rime on 1 2 7 lim nd 2 7 Jim on Te 


nl 
5 2 Du 1 
Ainsi donc, la série converge lorsque |t Eee 
Etudions la convergence de la série aux extrémités de l’inter- 


valle. Si ue on obtient alors la série 1 ++e+it ue 


> 9 
Cette série diverge (on peut la comparer avec la série HT 


+L2++ + ..., dont les termes sont représentés par les termes 
de la série harmonique, multipliés par 3) En faisant é — — 7. 
on obtient la série —1 + arte ne —. série est 
semi-convergente. Par si là série 21 + — LL +. 

converge lorsque — -< Lt <> . Ainsi donc, la série donnée con- 
verge lorsque _ On à , C'est-à-dire que — F< TZ L = 


On obtient le même résultat avec la formule 


R = V4 Jim Jim Let 


—+ 00 | An+1 |” 


271. Etudier la convergence de la série 


> ( ae ) (x — 2}. 


Solution. Dans ce cas on a a, —0 pour n = 2k — 1, 
et a, — ( _ | pour nr — 2k. Lors de la recherche du rayon de 


Dk+1 
convergence, le plus commode est d'utiliser la formule 
1 
_ lim V lani 
nn — 00 
On trouve 
1 . f2k+1 _ 3,5 
R=—5 > lin) 5 V? 
lim (5) 
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Etudions la série aux extrémités de l'intervalle de convergence. 
En posant x — 2 — V2, on obtient la série numérique 


00 00 k+1 R co 
k+TA\R où ne x | 1 \8R 

2 (5) 2 à .. => (+5) | 

k=1 k=1 k=—1 
Mais lim (1 Se =) = Ve- 0. Ainsi donc, pour x — 2 — LE 
la série diverge. Il en sera de même lorsque x — 2 — — V2. 
Ainsi, le domaine de convergence de la présente série est 2 — V2 a 
re 94 VV) 


272. Etudier la convergence de la série 
co ol 
y (z—1)rmth) 
2 nn ° 
n= | 


Solution. Appliquons le critère de Cauchy en posant 


(x—1)nm+t) 
AR an: Alors 
nr _ rit, 
Vlunl=—— ; 


lim ÿ [ul — 


71— 00 


O0 pour |z2—1[<1, 
co pour [x—1|> 1. 
Ainsi donc, la série converge lorsque | x — 1 | < 1, c'est-à-dire 


eile converge sur le segment 0<z< 2. 
273. Etudier la convergence de la série 


n(n-1) 
2 


O0 
» - 
n! 


n=i 
Solution. Appliquons le critère de d’'Alembert, en posant 
n(n-1) n(n+1) 
a ë T 2 
MR Ep à En GT 
Ainsi 

meuf pue] © Pour LISA 
Un n +1" hn.ol Un œ pour [2|>1. 


Ainsi, la série converge lorsque | x | & 1, c’est-à-dire elle con- 
verge sur le segment —1<zx< 1. 

274. Calculer la somme de la série 1 + 2x + 3x? + 428 +... 
..., (|T | 1), en dérivant terme à terme la série 14 + x + x? + 


++...([r1<1). 


86 SÉRIES (CH. III 


Solution. En appliquant la formule de la somme des termes 


e Ld # Q Q Q e Le © a 
d’une progression géométrique infiniment décroissante (s = =) à 
on obtient 


A+z+ta+as +... — 


Il ne reste qu’à dériver l'égalité obtenue : 


1127432444. 


7 (x: 
275. Calculer la somme de la série 
2 3 4 
TER ++ + (al < 1). 
Solution. En intégrant l'égalité 
A+rzti tal... — 
entre les bornes Oet x, on obtient 
z? z3 zi 
2 BE VE HP +...=—In({—7x). 


Cette série converge dans l'intervalle [—1, 1). 
276. Etudier la convergence de la série entière 


1,2 + 13 
REA NC LT TES 


D! 


1— zx 


z--1 


TT 


Réponse. —0o0 << x << +00. 
277. Etudier la St de la série entière 


A+ A+ (AN + 


Réponse. 3 Lx <5. 
278. Etudier la convergence de la série entière 


x—1 (x — 1)° (x — 13 
Ne EE Pin TE 


Réponse. 1<r< 3. 
279. Etudier la convergence de la série entière 


x + (27) + (3x) + (4x)° + 


Réponse. La série ne converge qu’au point x — 0. 
280. Etudier la convergence de la série entière 
= x? 53.73 Nr 


HR. 


Réponse. La série converge pour tout x. 


$'3] 


Si 


Si 


si 


si 
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281. Etudier la convergence de la série entière 


4 6 8 
PH + RS 


Indication. Poser 2° — ti. 
Réponse. —1<z<î. 
282. Etudier la convergence de la série 


x3 x8 x9 r12 
DEL BST #59 gg 81.13 +... 


Réponse. —2 LL x< 2. 
283. Etudier la convergence de la série 


Z x? z$ 
Ts trieta 


Réponse. —3 << x < 3. 
284. Etudier la convergence de la série 


1 r—1 2 { x—1 \2 3 { r—1 \3 4 [ x—1 
27 2 ++ ( 2 ) +7 2 ) ++( 2 


Réponse. —1< x < 3. 
285. Etudier la convergence de la série 


x x x x 
Ha aa Ua as 


Réponse. —1<r<. 
286. Calculer la somme de la série 


Iz | <a. 
Réponse. 


1:27 3x° 4x3 
TE Tr arr au 


ai ‘ a 


zx}? 


287. Calculer la somme de la série 


—4 LT L 4. 
, a 
Réponse. a 1n — — x. 
a —T 


288. Calculer la somme de la série 


|z | <a. 
Réponse. 


1.2 2-3 


a2 


3-4 D : 
3 TH + PART RE 


a— x) ” 


289. Calculer la somme de la série 
—2x + 472$ — Gr$ + Br — . .., 


[x |< 1. 
Réponse. — 


2x 


TELE 


ee 


/ 


Fe... 
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$ 4. Développement des fonctions en séries entières 


Toute fonction infiniment dérivable dans l'intervalle | x — x, | < r, c'est-à- 
direz, — r < x < r, + r, peut être développée dans cet intervalle en une série 
entière infinie, appelée série de Taylor 


fa) (eo) + LE) (2 20) + CO (220) 
+ En (z— xp) + ..., 


si dans cet intervalle est vérifiée la condition 


Li R — ]i font (c) 
ae n () RQ (n +1)! 


où R, (r) est le terme résiduel de la formule de Taylor, 
c—= 2z9+ 0(r— x), 0<8<1. 
Pour xp = 0, on obtient la série de Maclaurin : 


ju) (C++ ET 24.4 


(x— xo)"*1 = 0, 


jen (0) 


an 
n | 


Si, dans un certain intervalle contenant un point x,, pour tout n est vérifiée 
l'inégalité | fr (x)| < M, où M est une constante positive, alors lim R, = 0 
71— 00 
et la fonction f (x) est développable en série de Taylor. | 
Citons les développements en série de Taylor des fonctions suivantes: 


PE CT NE — 0<Tr<to; 

11 21 3! 0 ’ 
x z$ 25 

sh 2=titaptsst... , —D<Lr<<L<+o; 


2 
chr=ittrterT... y — D LI LH O0 ; 


z xd x x? | 
SNt= Ta ts sp 7 — 00 TZ <T + oo ; 
x? x 16 : 
COST = +... , — 00 LT LH © ; 
— — — 2 
dame 14e MEN ve 4 MOOD 284. 
Ce dernier développement est valable: 
pour m> 0 s—1<z<1; 
pour —i<m< 0 s—1<z<1; 
pour m< —1 si—1<r<i; 


2 3 l 
In +) ++ ne 


3 5 7 
arctgr=z— ++ A QE 


{ 
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290. Développer en série entière la fonction f (x) — 2*. 
Solution. Calculons les valeurs de cette fonction et de 
ses dérivées pour z = 0: 


Î (x) = 2°, f(0) =2=1, 
f (x) = 2* In 2, j' (0) = In 2, 
jf" (x) = © In? 2, f" (0) = In? 2, 
{9 (x) = 2° n° 2; ft (0) = In” 2. 


Vu que 0O<In2<1, pour un zx fixé, l'inégalité | f® (x) | 
<< 2” est vérifiée quel que soit nr. Par conséquent, la fonction peut 
être mise sous la forme représentant la somme de la série de Taylor: 


f(e)=1(0 +20 24 Eur 


Dans notre cas, 


x? D 2 z$.-In3 2 


+ a Tes — DO LIL + oc. 


Ce développement s sa aussi d’une autre manière : il suffit 
dans le développement 


Ft+rt +. . 


de remplacer x par x In 2. 
291. Développer en série entière la fonction 


2°—1+z.In2+ 


f (x) = sin? x 
Solution. Dérivons la fonction nr —+ 1 fois: 
f(x) =sin?x, 


f(x) = 2sin x-cosx—sin 2x, 
f(x) —2cos2r—2sin (2:+2) 
f(x) = — 2°.sin 2x = 2?sin (2:+2.5) | 


f(x) = — 2%. cos 2x — 23.sin (2:+3.5) , 


Per tnfa 3 00) 
f+ 0 (x) — 2".sin (25+5.n) ’ 


Calculons les valeurs des fonctions f (x), f’ (r), f” (x), . .., f‘® (x) 
au point æ = 0, la valeur de f‘"*} (x) étant déterminée au point. 
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z = c (voir l'égalité correspondant à la détermination de R,). On 
obtient f(0) — 0, f’ (0) = 0, f” (0) = 2, f"(0) = 0, f°” (0) = —2?, 
SV (0) = 0, F7 (0) = 25, ..., fO#0 (ce) = 2esin (2c+5.n). 


2 
2n.sin (2 ++. e) 
Frs: . = 1+1 

Calculons le terme résiduel: AR, — MED , Où 

_1 Can a (2rpntt 
hi CETTE sin (2c++ n). Vu que pour tout z, ln =); 
et que sin (2+5n) est une grandeur limitée, alors lim AR, — 0. 

= 11 —> 00 


Par conséquent, la fonction f (x) — sin?x peut être présentée 
comme la somme de la ee de nai 


2 2 { L — 2 8 . 
AT T4 ZT" _—… _ 


On peut résoudre autrement ce pr Remplaçons cos 2x 
dans l'égalité sin* z=+(l — cos 2z) par son développement en 
série entière : 

. (2x)? , (2r)t  (2r)$ 
cos 2x = 1— + — Gi RE 


Après avoir effectué des transformations peu compliquées, on obtient 
le développement de sin*? x calculé ci-dessus. 

292. Développer en série entière e-**. 

Solution. Remplaçons x par —z* dans le développement 


3 x x? x3 
TH +sr + +...(— oc <Tr<-+F 00). 


On obtient alors 


2 4 6 8 
= TR + — ...(— 00 <TZ<+ 00). 


293. Développer in x en série suivant les puissances de x — f. 
Solution. Remplaçons x par x — 1 dans le développement 


Fa 


2 3 
In(1+x) = ++ RC Te TT) 
On obtient alors 


Inx= (21) EN LE ET + (0er 2). 


A l 


294. Développer n en série suivant les puissances de x — 2. 


Solution. Faisons appel à l'égalité = 
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Le deuxième membre de cette égalité peut être considéré comme 
la somme d'une progression infiniment décroissante de premier 
z—2 


2 


terme a=+ et de raison qg— — 
D'où l’on tire 


c'est-à-dire 


= + (2 (a —2 + 


Vu que | — < 1, alors 0<zr<a. 


Développer en séries entières les fonctions: 
295. f (x) — 3*. 


x? Le 3 x3.]n33 


Réponse. 1+21n 3+ + 3] + ..., — 00 Li << + oo. 


296. f(x) —e x. 


8x$ 


; 2 4x? | 
Réponse. + +... —o<r<—< co 
297. Siharts 

256 


Réponse. 1—— x PRES _. £° ST .. — CL T << 00. 
298. nn 

: 2 23 25 À 
Réponse. ST + ET + TT + — TT. , —00<T Z <L + oo. 


299. f(x) =In(z+a), a > 0. 
| 2 3 1 
Réponse. In Q + EE +, —a<Lr<a 
300. f(x} =V r+a, a>0. 
2 1.3.23 
Réponse. Va-[1+ Re on ut 
123-571 1 | 
 (a)te4t LS Si à 
301. re (x?). 


Répons2e. 1+ 5 +. B+T + À és se 


— O0 <T LIT + 00. 
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$ 5. Calcul approché des valeurs des fonctions 
à l’aide des séries entières 


Ici, il est bon d'avoir en vue les développements en séries entières des fouc- 
tions e*, sh x, ch x, sin zx, cos x, (4 + zx)", 1n (1 + x), arctg x cités au paragraphe 
précédent. 

Pour le calcul des logarithmes, la formule 


4 Â Î 
in e+hsm|tismtenmt. | 


est bien efficace. La série du deuxième membre de l'égalité converge d'autant 
plus rapidement que plus grand est t. 

En calculant la valeur approchée d’une fonction f (rx) dans son développe- 
ment en série entière, on conserve les nr premiers termes (n est une valeur finie), 
les autres termes étant rejetés. Pour ÉNalucE l’erreur commise pendant le calcul 
de la valeur approchée, il faut évaluer la somme des termes rejetés. Si les termes 
de la série donnée ont le même signe, alors la série formée par les termes rejetés 
sera comparée avec une progression géométrique infiniment décroissante. Dans 
le cas d’une série alternée dont les termes satisfont au critère de Leibniz, on 
utilise l’évaluation | R,| <u,+1, où u,+,1 est le premier des termes rejetés. 


302. Evaluer l'erreur de l'égalité approchée 
2 n 
FœA+EES +... +, 0<r<n+f. 


Solution. L'erreur de cette égalité approchée est définie 
n 
par la somme des termes qui suivent — dans le développement de e* : 


znti æn+2 zn+3 
Ra GED TR ME TT 
ou 
RS ES PE D | 
Re topo es tomes +] 


Remplaçons chacun des facteurs du dénominateur: n + 2, 
n +3, n +4,... par une valeur moindre nr + 1. 
On obtient l'inégalité 


zx" z z \? z \3 
Re +) +) +] 
Formons la somme de la progression géométrique infiniment 
décroissante entre crochets: 


LT 
æn n +1 ; Side zx" z 
Ra <T ve 2: c'est-à-dire Sr d-erer ren, 
n +1 


303. Calculer Ve à 0,00001 près. 
Solution. En appliquant le développement de e*, on obtient 


| 
= 5 4 { 1 
Ve=1+ ts ts + 


= 
Ù 
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Calculons le nombre r de manière que l'erreur de l’égalité appro- 
chée 


r= 1 1 | 
Vest+--+s + + 


ne soit pas supérieure à 0,00001. Faisons appel à l'évaluation de 
e # e. # Ld sl 
l'erreur citée dans l'exercice précédent. Posons x = —; alors 
1 


À D 1 1 


Rh << c'est-à-dire R, T I2r ° 5n<1" 


“nian 1° 
2 
Par un choix convenable, déterminons une valeur de » telle que 
l'inégalité R, << 0,00001 soit vérifiée. Posons, par exemple, n = 3. 
On obtient 


1 : + 1 
Sp» © est-à-dire À; <<: 


Ra < 


Soit n — 5; d'où 


1 Li] * e st 
F5 << 55-50-11 c'est-à-dire R; < 75920 
Soit n = 6; d’où 
RE tie Ro — 
6 64.720.13 ? 6 100000 


Ainsi, on s'arrête à n — 6: 


_. 1 di... 4 + 4 1 à 
Ve=1+ 112 Sa 2122 1 3123 ! 4124 FH GI - 
Additionnons les termes : 


1,000000 

0,500000 

0,125000 | 

0,020833 (6 fois plus petit que le terme précédent) 


0,002604 (8 fois plus petit que le terme précédent) 
0,000260 (10 fois plus petit que le terme précédent) 
0,000022 (12 fois plus petit que le terme précédent) 


1,648719. 


Donc, Ve = 1,64872. Nous avons calculé chaque terme à addi- 
tionner à 0,000001 près de manière que l'erreur de la somme ne soit 
pas supérieure à 0,00001. 


1 
304. Calculer = à 0,00001 près. 
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Solution. On a 


1 
RS 1 1 1 
me Ne ape es Lot 


Adressons-nous à l'égalité approchée 


1 1 1 1 1 
de. =1— 5 + 318 315 4154 * 

Nous avons pris 5 termes à additionner car la série alternée 
vérifie les conditions du critère de Leibniz, d’où vient que l'erreur 
admissible doit être, en valeur absolue, plus petite que le premier 
des termes rejetés de la série. Dans notre cas, le premier des termes 


—— . Il n'est pas difficile de voir que ze < 


rejetés est égal à 


<< 0,00001. 
Additionnons les termes occupant les positions impaires : 


1,000000 
+ 0,020000 
0,000067 


1,020067. 


Additionnons les termes occupant les positions paires: 


+ 0,200000 
0,001333 


0,201333. 


Retranchons la seconde somme de la première : 


1,020067 
_ 0,201333 


0,818734. 


Ainsi, —— 2 0,81873. 


(4 
305. En appliquant le développement en série de cos x, calculer 
cos 18° à 0,0001 près. 
Solution. On a 


o H { x \2? 1 a \ 
cos 18 cos = (5) +7 (5) -... 


5 =0,31416, (7) +0,09870, (-5-)"—0,00974. 


Il suffit de prendre trois termes de la série, car (5) < 
<Z 0,0001. Alors 


0.05870 . 0,00974 | - 
cos 18° 1— TU: cos 18° 20,951. 
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306. Calculer ©/1,1 à 0,0001 près. 
Solution. Adressons-nous au développement de (1 + x)”, 


en posant x — 0,1, m — . On a 
YTI-ULOAP = 141.0, LAS PT 
, = + Ù ) es re Ù + + 
1 { { 
RS EE à Nr 


—= 1 + 0,02 — 0,0008 + 0,000048 — ... 


On rejette le quatrième terme et les termes qui le suivent, car 
le quatrième terme est plus petit que 0,0001. 

Ainsi, ÿ 1,1 æ 1,0192. 

307. Calculer 130 à 0,001 près. 

Solution. Etant donné que 5° est le cube d’un entier le plus 
proche du nombre 130, il est avantageux de présenter le nombre 130: 
sous la forme d’une somme de deux termes à additionner: 130 — 
— 5% + 5. Alors 


7130-75 +5-- 


d 
ce 


= 5 (14 0,04)5 — 


fr 
-s|: +2.0,044+ 215 T.0,0016 + 


1 2 5) 
4 CT) 5 000064 + a 
=5+— 0,2 — +. 0,008 +-2-.0,00032 — . 


Le quatrième terme est plus petit que 0,001, d’où vient la pos- 
sibilité de le rejeter ainsi que les termes suivants. Ainsi, 


Ÿ130 & 5 0,0667 —0,0009, c'est-à-dire 7130 = 5,066. 
308. Calculer In 1,04 à 0,0001 près. 


Solution. Faisons appel au développement de In (1 -- x): 


In 1,04 = In (1 +0,04) —0,04— CE OCE OO 


4 
ou 

In 1,04 — 0,04 — 0,0008 + 0,000021 — 0.00000064 -- . . 
d'où il vient In 1,04 = 0,0392. 
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309. Les côtés formant l'angle droit d’un triangle rectangle sont 
égaux à 1 et 5 cm. Calculer l’angle aigu opposé au moindre côté 
du triangle à 0,001 de radian près. 


Solution. Vu que tg a = 1 alors œ = arctg +. Adres- 


5 ? 
sons-nous au développement 
1 Î 1 Î 
Q—ArCig = <r à + — : Rs ts 


d'où & = 0,2 — 0,0027, c'est-à-dire « = 0,197. 

310. On prend dans la fprmyle pour le calcul des logarithmes 
{voir la page 92) les x premiers termes de la série. Evaluer l'erreur 
commise. En d’autres termes, on‘exige d'évaluer l’erreur de l'égalité 
a pprochée “, 


1 1 
In (4 rem + + 


1 ‘…. â 1 , - 
 —————— : mm 
DETENTE Fe. GT (2 ile 


Solution. Le problème se ramène à l'évaluation de la somme 
du reste de la série 


, | | 
Re 2] pere ocoer ee + 
: A | 


Remplaçons chacun des facteurs des dénominateurs 2n + 3, 
Qn + 5, 2n +7, ... par un nombre moindre 2n + 1. On obtient 
J'inégalité 
R a Éresre —_— | | 
‘ 2n+ 1 ; (24+ 1)2n+1 À (2t+ 1)2n+3 7h (2t+1)2n+s nn 
Formons la somme de la progression géométrique infiniment 
décroissante figurant entre crochets : 


1 

= 
PTT "EEE 1 Dn+ 1 (251) 1[(2r+1)2—1] 
(2:51) 
2 1 
—DnLl (+4 (+1) : 
Donc, 
Lin < 


2(2n<+ I) t(t- 1) (HN | 
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311. Calculer In 2 à 0,0001 près. 
Solution. On pose t — 1 dans la formule aidant à à calculer 
In (£ + 1) et dans l’inégalité servant à évaluer R, 


22 (tt + ” 


1 
Ra TRE D nt - 


Par un choix convenable, calculons r de manière que l'inégalité 
R, << 0,0001 soit vérifiée. 


Si nr —=2, alors si ab Ri< os. 
Si rz—3, alors À; <- 


| | 1 
m5 << 


Si n = 4, alors dd. —. TI ? R< mo: Ainsi, n —= 4 et 
pour calculer In 2 on obtient l'égalité approchée 


or 1 1 1 
In 2 æ 2 (++ 3.2 T5. T7. ]- 

Additionnons les termes ainsi obtenus: 

0,66667 

0,02469 

+ 0,00165 

0,00013 

0,69314. 
Ainsi, in 2 = 0,6931. 
312. Calculer In 5 à 0,0001 près. 
Solution. Posons t = 4. Alors 


1 { 1 
In5=21n2+2(+t tt . “), 


1 
40.(2n+1).92n-1 * 


1 
Si n = 1, alors Bi <735;: Ri < TE 


Ra < 


| 1 
Sin=2, alors R< Es: Re <-e 


c’est-à-dire qu’il suffit de prendre deux termes de la série. Formons 
la somme 
1,38628 
+ 0,22222 
0,00090 


1,60940. 


7—079 
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Par conséquent, n5=2In2+2 (+35) , c'est-à-dire 
In 5 = 1,6094. 

313. Montrer que l'identité 
et calculer x à 0,001 près. 

Solution. En posant x — —. y = L dans l'égalité 


_— 
1 — 


I 


z = arctg + + arctg + — est valable 


arctg = arcitg Fu arctg y, 


on obtient arctg 1 — arctg + + arctg — : , OU nr — 4 (arcte + — + 


+ arctg 3) . En faisant sa au développement de arctg x, on 
obtient 


a=4[(S-sstss-..)+ 
+(+- ss +55 — rt...) 


Formons les sommes : 


200000  0,16667  3,36255 

002500 0.00446 —0 22095 

0.00087 -LO00018 277 
10 00004 004938 914160 

133333  0.00026 

000329 _ —<s— 

000829 0,209 


3,36299 


Ainsi, nr = 3,1416. 

On propose au lecteur de vérifier les calculs. 

Pour calculer le nombre x, on aurait pu utiliser des séries qui 
convergent plus rapidement que les séries ci-dessus. 

314. Calculer le nombre e à 0,00001 pres. 

Réponse. ons 


315. Calculer —— à 0,00001 près. 


Réponse. 0, 60633. 

316. Calculer sin 9° à 0,0001 près. 
Réponse. 0,1564. 

317. Calculer ch 0,3 à 0,0001 près. 
Réponse. 1,0453. 

318. Calculer 1,06 à O, 0001 près: 
Réponse. 1,0196. 
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319. Calculer V 27 à 0,001 près. 

Réponse. 5,196. 

320. Calculer In 0,98 à 0,0001 près. 

Réponse. —0,0202. 

321. Calculer In 1,1 à 0,0001 près. 

Réponse. 0,0953. 

322. Calculer In 3 à 0,0001 près. 

Réponse. 1,0986. 

323. Calculer In 10 à 0,0001 près. 

Réponse. 2,3026. 

324. Calculer la plus petite valeur positive de x vérifiant l’équa- 
tion trigonométrique 


Réponse. 0,4636. 
325. Calculer x à 0,001 près, en posant x — 


2 sin x — cos x = (. 


TE dans le dévelop- 
pement de arctg x. 


Réponse. 3,142. 


$ 6. Application des séries entières au calcul des limites 
et des intégrales définies 


326. Calculer lim 72%, 
x 0 T—SIn TZ \ 
Solution. Remplaçons e* et sin x par leurs développements 
en séries entières : 


x 0 e CHE A ) 
(= 317 5 
2x3 2x4 2 2r 
_ lim TT AT _ li 3141 _9 
M 23 75 ee. 1 2 = 4. 
37-51: 3T 51 
327. Calculer lim2?—fTt8, 
x: 0 T 
Solution. On a 
| z xJ T° 
lim sinz—arctg x = 3173 au RES 5) + … 
x—»0 T$ LR TS = 
1 1 [4 11, : 
=lim[(s-3r)-(5-5r)#+... 5 


7+ 
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328. Calculer à 0,0001 près l’intégrale définie 
1/2 
| 1 — cos x de: 
0 


z2 


Solution. Remplaçons cosz dans l'expression sous le signe 
d'intégration par son développement en série entière: 


2 4 6 
1/2 1/2 4 T T a 
1— cos z ri 1+3; 21 61 
D dzr — 5 dx — 
T z 
0 0 
1 1 2 4 
L 
= |(-+c-...)d- 
0 
1 23 5 1e 
TZ 
(res t+5rs — -) | ” 
1 1 
21.2  41.3.23 ca 615.25 *°” 


D'où 
12 

| RE de 2 0,25 — 0,047, 
0 
c’est-à-dire 

1/2 

| IE dx 220,2483. 

TZ 
0 


8329. Calculer à 0,001 près l’intégrale définie 


0, 1 
À In (1+ 7) de. 
z 


0 
Solution. On trouve 


dt Posts 1 
ï in (4-2) in | T—— + z$ z ro 
TZ 


T 
0, 1 


| (4—5r+ rar +. ) dr = 


0 


0,1 


(a at 552 ] | 


1 1 
=0;,1 —-7 "0,01 + ---0,001 — .…. 
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Ainsi, 
0,1 
| BAED 3; = 0,098 
z bsÉ. ; 
0 


330. Calculer lim =. 
x—0 


Réponse. _ ; 


331. Calculer NT 
x—0 ex—1—7z 


Réponse. 1. 
0,2 
332. Calculer | "= dr 


©" 


0,0001 près. 


0 
Réponse. 0,1996. 
0,1 


333. Calculer 


dx à 0,001 près. 


0 
Réponse. 0,102. 


$ 7. Nombres complexes et séries à termes complexes 


1. Nombres complexes. On appelle nombres complexes les nombres de la 


forme x + iy, où z et y sont des nombres réels, i — J/ —1 étant l'unité imagi- 
naire. Les nombres réels x et y sont respectivement appelés parties réelle et ima- 
ginaire d'un nombre complexe z. On introduit pour eux les notations: 


z—= kRez; y—= Imz. 


Géométriquement, tout nombre complexe z = x + iy est représenté par un 
point M (x; y) appartenant à un plan des coordonnées zOy (fig. 22). 


ME;4) 


Fig. 22 


Dans ce cas, le plan xOy est appelé plan complexe numérique, ou plan de la 
variable complexe 2. 

Dans ces conditions, les coordonnées polaires r et @ du point M du plan 
complexe constituant l’image du nombre complexe z sont respectivement appe- 
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lées module et argument du nombre complexe z; elles se notent: 
r—=|2|, = Argz. 


Vu le fait qu’à tout point du plan correspond une infinité de valeurs de 
l’angle polaire différant l’une de l’autre de 2kx (k est un entier, positif ou néga- 
tif), alors Arg z est une fonction admettant un nombre infini de valeurs de z. 

Celle des valeurs de l’angle polaire @ qui vérifie l'inégalité —n < p < 7 
est appelée détermination principale de l'argument de z et est désignée par arg z. 

Dans ce qui suit, la notation q ne sera conservée que pour la détermination 
principale de l'argument de z, c’est-à-dire on posera @ = arg z, d'où vient que 
pour toutes les autres valeurs de l’argument de z, on obtient l'égalité 


Arg z = arg z + 2kn = @ + 2kn. 


Les rapports entre lo module et l'argument d’un nombre complexe z ainsi 
qu'entre ses parties réelle et imaginaire sont établis par les formules 


z = r COS Y; y = r Sin op. 
D'où il vient | 
r=lsl=VÈé+; 
L pa : / : / 
COS = — = —__—__——— , SN —— |, 
, [z| V 2 +72 | ? 2| Vz2+ye 


L'argument de z peut être également déterminé à l’aide de la formule 
argz= arctg +0, 


où C=0 pou zx >0; C= +n pour zx L0, y>0; C—= —n pour x < 0, 
y < 0. | 
En remplaçant x et y dans la formule du nombre complexe z = x + iy par 
leurs expressions en fonction de r et q, on obtient une forme du nombre complexe 
dite trigonométrique: | 

z = r (cos + i sin y). 

Les nombres complexes 2, — 2, + iyy et za = te + iÿa sont considérés 
égaux, si, et seulement si, leurs parties réelles et imaginaires sont égales les unes 
aux autres: | 

| 21 — Z9» S1 T1 — Lo; V1 —_— Ua- 

Pour les nombres complexes donnés sous forme trigonométrique, l'égalité 
a lieu lorsque les modules de ces nombres sont égaux, les arguments ne difiérant 
que d’un multiple entier de 2x: “4 


Z1= 2 Si |Al—=|zl et Argz, = Arg z, + 2kn. 
Deux nombres complexes z = x + iy et z — x — iy à parties réelles égales 


et àfparties imaginaires de signes opposés sont dits conjugués. Pour les nombres 
complexes conjugués on a: 


|zu|l=|2z1l; agza— —argz 
(cette dernière égalité peut être mise sous la forme Arg z, + Arg z: = 2kn). 


Les opérations sur les nombres complexes sont régies par les règles ci-dessous. 
Addition. Si z = 2 + iYy, 2e = Ze + iÿs, alors 


2 + 29 = (21 + Ta) + à (y1 + Ya). 


L'addition des nombres complexes est subordonnée aux lois commutative 
et associative: 


Z#22=22 +2; 
(z4 +29) +23 = 24 + (22 + 23) = 21 + 30 +23. 
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Soustraction. Siz;=zx1—iyi, 22=22—+iys, alors 


24 — 29 = (ri — 22) + i(y1 — ve). 
Pour l'interprétation géométrique de l'addition et de la soustraction des 
nombres complexes, il est bon de représenter ceux-ci non pas par des points du 


pie z mais par des vecteurs : le nombre : = x + iy est assimilé à un vecteur OM 
ont l’origine se confond avec le point © (point « zéro » du plan, ou origine des 


y 
Z + 22 
Zi 
0 ZT 
1722 
Fig. 23 


coordonnées) et l'extrémité avec le point M (zx; y). Alors, l'addition et la sous- 
traction des nombres complexes s'effectuent suivant la règle d’addition et de 
soustraction des vecteurs (fig. 23). 

Une telle interprétation géométrique des opérations d’addition et de soustrac- 
tion des vecteurs permet d'établir aisément les théorèmes sur le module de la 
somme et de la différence de deux nombres complexes ainsi que sur la somme 
de plusieurs nombres complexes. Ces théorèmes sont exprimés par les inégalités: 


Hml—lzll <a +zl <lal +121, 
luttes. +al <lal+izl+e..+iæl 
Par ailleurs, il est utile de retenir que le module de la différence de deux nom- 
bres complexes z, et z, est égal à la distance entre les points qui les représentent dans 
le plan des z: | z — 2: | = d (2, 22). 
Multiplication. Si nA=u+ LU» Z3 — Lo + lY9s alors 
2139 = (Tite — Yiÿe) + à (Tiÿe À Toÿ)- 
Ainsi, la multiplication des nombres complexes se ramène à celle de binô- 
mes, le symbole i* étant remplacé par —1. 
Si 21 = r1 (COS Pi + à sin 1), 22 = ra (COS P, + à sin p.), alors 
Z12a = lira [COS (Pa + P2) + à sin (Pi + Pal. 


Donc, le module du produit est égal au produit des modules des facteurs, son 
argument étant égal à la somme des arguments des facteurs. 

La multiplication des nombres complexes est subordonnée aux lois commuta- 
tive, associative et distributive (par rapport à l'addition): 


Z1°22 = 29-245 (21°22)23— 2; (22-23) — 21-22-23; 
21° (22 +23) = 21-22 + 21-28. 
Division. Pour trouver le quotient de deux nombres complexes donnés 


sous forme algébrique, il faut multiplier le dividende et le diviseur par le nom- 
bre complexe conjugué du diviseur: 


PE na | 0e (21 + iys) (za — yo) __ (cata tysye) Hi (zoys — mie) 
Taie (to tige) (za — io) Ti + y5 
_ T1T2+ Yiÿ2 + 5 TV TAV2 
Ti + y CHRPE 
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Si z, et z, sont donnés sous forme trigonométrique, on a 
r je 
21:22 [cos (pi — Ps) + i sin (Pa —q)]. 


Ainsi, Le module du quotient est égal au quotient des modules du dividende et du 
diviseur, alors que l'argument du quotient est égal à la différence des arguments du 
dividende et du diviseur. 

Elévation à une puissance. Siz— zx<+iy, alors 


an= (r+iyn= a + Chang +... + (iy)r 


(n est un entier positif); dans l'expression obtenue, il faut remplacer les puis- 
sances de i par leurs valeurs: 


= 1, = —i; M1; —1,... 
et, dans le cas général, 
i3R — 4: i4h+1 — i° i4h+2 — —1 ; LIR+S — _j, 
Si z= r (cos p + i sin p), alors 
zn = rn (cos np + i sin no) 


(ici nr peut être aussi bien un entier positif que négatif). 
Et, en particulier, 


(cos p + i sin p)}? = cos np + i sin np 


(formule de Moivre). 

Extraction de la racine. Si nr est un entier positif, z — 
= r (cos o+- i sin œ), alors en extrayant la racine n-ième du nombre complexe z 
on obtient n valeurs différentes qui se calculent d’après la formule 


Vz=VTr (cos-PEÈE + sin PIE }; 
où k=0, 1, 2,..., n—1. 
334. Calculer Si Z—3+5i, 2248, 231 + Di. 


Solution. On a 
Z4°29 = (3+ 5i) (2 + 3i) — 6 + Ji + 105 — 15 = — 9 + 19i, 


Zi2o 9419  (—9+19i)(1—2i) | 

ns IX (+22 
_ —9+18i4+i9+38 29 | 37; 
Ter da er AT 


335. Mettre sous forme trigonométrique le nombre com- 
plexe z = 2 + 5i. 
Solution. Calculons le module du nombre complexe : r — 


— V4 +95 = V 29 = 5,385. Calculons la détermination principale 
de l'argument : tg q — _ — 2,5, o — 68°12'. Par conséquent, z — 
— 5,385 (cos 68°12’ + i sin 68°12’). 

336. Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe 
z=2V3 — 2i. 


NOMBRES COMPLEXES ET SÉRIES À TERMES COMPLEXES 105 


87] 


Solution. On trouve 
r=VT2+4-4, snp=—?= +; 
21/3 3 
cosp—2V3 VS; p=——+, 
_—. 
—+)]: 


c'est-à-dire z —= 4 [ cos (—+) + i sin ( 
337. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes : 


RE À 
Solution. Ona 
1=1+0:i— 1-(cos0 + isin 0), 
i=0+1.i— 1. (cos +isin Ts), 
—1= —1+40.i—1.(cosn+isin x), 
—i=0—1.i=1.[cos( —+)+isin (—+) |. 
338. Mettre sous forme trigonométrique les nombres z, — 
=1+i,z2 = V3+i, z, = 1 + iV3 et calculer. ensuite le nom- 


24 
bre complexe 
22 °23 
Solution. On trouve 
n=|zu|=V1+1=V2, tgpi=1, 
n=V2(cosT+isinr) 
I 
Pr — ABS); 


I 
Pa= ABA— TT; 


=—— | 
r=|21=V3+1-2, 1g Pre — V3 , 
2 = 2 (cos —+isin +) ; 
r3=|Z4|=V3+1—2, tg ps = V3, Ps= 8237, 


Z3 = 2 (cos ++ i sin +) À 


Par conséquent, 


4 as M His CT 
cos —— + i sin — 
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= V2] cos ( —+)+isin ( +) ]=+ (1 —i). 
339. Calculer toutes les valeurs de V8 + i. 


Solution. Mettons le nombre complexe z = y 8 + à sous 
forme trigonométrique : 


r=|2l=V64+1-V65 & 8,062, 
1 On! 
p—argz—arcig- — 6°. 


D'où il vient 
7/8+i—,7 8,062 (cos 7°6' + i sin 76°) — 


— 7 8,062. Los EE PE LINE; FN nr me EE _ 


— 2,0052 [cos (2°22’ + 120° -k) + i sin (2°22° + 120°.k]). 
Si k — 0, alors w, — 2,0052 (cos 2°22’ + à sin 2°22”). 
Si 4 = 1, alors w, — 2,0052 (cos 122°22° + à sin 122°22”). 
Si 4 — 2, alors w, — 2,0052 (cos 242°22" + à sin 242°22”). 


Par conséquent 
w, — 2,0034 + 0,0828i, 


w, = —1,0734 + 1,7190i, 
w, = —0,9300 — 1,7764i. 


340. Résoudre l'équation binôme w$ + 32i — (. 
Solution. Recopions l'équation sous la forme w$5 — —32i. 
Mettons le nombre —i sous forme trigonométrique : 


w5 — 32 [cos (—90°) + à sin (—90°)], 


-Ou | 
w = 2y cos (—90°) + à sin (—90°), 
<’est-à-dire | 
9 [ cos — 90 LS k Li ge — 90 + -k É 
— 2[cos(—18°+72°.k) + isin (—18°+72°%k)]. 
Pour 4 — 0 w, — 2 [cos (—18°) + à sin (—18°)] — 
— 1,9022 — 0,6180i (4). 
Pour 4 = 1 w, — 2 (cos 54° + i sin 94°) — 
— 1,1756 + 1,6180i (B). 
Pour k=—2 w, — 2 (cos 126° + i sin 126°) — 
— — 1,1756 + 1,6180i (C). 
Pour Æ = 3 w, — 2 (cos 198° + à sin 198°) — 
— —41,9022 — 0,6180i (D). 
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Pour 4 — 4 w, = 2 (cos 270° + à sin 270°) — —2ùi (E). 

Aux racines de l'équation binôme correspondent les sommets d’un 
pentagone équilatéral inscrit dans une circonférence de rayon R = 2 
centrée sur l’origine des coordonnées (fig. 24). 


En règle générale, aux racines de l'équation binôme w" = a, 
où a est un nombre complexe, correspondent les sommets d'un 
n-gone équilatéral inscrit dans une circonférence centrée sur l’origine 
des coordonnées et de rayon | a |. | 

341. En appliquant la formule de Moivre, exprimer cos 5 et 
sin 99 par cos et sin y. 

Solution. Transformons le premier membre de l'égalité 
(cos p + à sin p}$ — cos 5p + i sin 59 en appliquant la formule du 
binôme de Newton: 


cos$ p + 5i cost p-sin — 10 cos* p-sin?p— 
— 10i cos? p-sin$ +5 cos p-sin p + i sin$ p — cos 5 + isin 9 . 


Il ne reste qu’à égaler entre elles les parties réelles et imaginaires 
de cette égalité : 


cos 2 — cos p — 10 cos* p-sin? p + 5-cos p-sinf p, 
sin 59 — 5 cosi p-sin  — 10 cos? p-sin* p + sin£ . 

342. On donne le nombre complexe z — 2 — 2i. Calculer Re z, 
Im z, |z |, argz. 

Réponse. 2, —9, 2V2, — +. 

343. Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe 
z = —12 + Si. 

Réponse. z — 13 (cos 157°23’ + à sin 157°23'). 

344. En appliquant la formule de Moivre, calculer l'expression 
(cos 2° + à sin 2°) #. 

Réponse. i. 
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345. En appliquant la formule de Moivre, calculer +)" 
Réponse. 1. 
346. Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe 
r —= 1 + cos 20° + à sin 20°. 
Réponse. 2 cos 10° (cos 10° + ài sin 10°). 
347. Calculer l'expression (2 + 3i)°. 
Réponse. —46 + Qi. 


848. Calculer l'expression -4—2) C5 


(3—4i) (4—5ù) * 
Réponse ete ©} 
” 14025 1025 ” 
; : 1 
349. Calculer l'expression GA : 


; 5) 12: 

Réponse. 169 Ÿ 169 

390. Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe 
5 — Ji. 

Réponse. 5,831 [cos (—30°58") + i sin (—30°58")]. 

391. Mettre sous forme trigonométrique le nombre complexe 
—1 + i, | 

Réponse. V 2 (cos 135° + i sin 135°). 

392. Calculer l’expression 

(cos 77° + i sin 77°) (cos 23° + i sin 23°) 
cos 55° — 1 sin 55° : 


Réponse. 7 (1 + à). 


A+) (—V 3+i) 

| _. A—(V3+i) j 
ble sous forme trigonométrique les facteurs figurant au numérateur 
et au dénominateur. 


353. Calculer l'expression , ayant mis au préala- 


Réponse. cos (—150°) + à sin (—150°) = — + (V3 + i). 
354. Calculer toutes les valeurs de i. 
Réponse. 


cos 22°30" + i sin 22°30’ — 0,9239 + 0,3827i; 

cos 112°30’ + i sin 412°30’ — —0,3827 + 0,9239i ; 
cos 202°30" + à sin 202°30’ — —0,9239 — 0,3827:; 
cos 292°30" + à sin 292°30’ — 0,3827 — 0,9239i. 
355. Résoudre l'équation binôme 


us — 42 (1 + i) = 0. 
Réponse. 


w, = 2 (cos 15° + i sin 15°) — 1,9318 + 0,5176i; 
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w, = 2 (cos 135° + ài sin 135°) = —V 2 + iy 2; 
w, — 2 (cos 255° + à sin 255°) = —0,5176 — 1,9318:. 
356. Exprimer cos 49 et sin 4 par cos et sin . 
Réponse. 
cos 4p — cost p — 6 cos? p-sin? p + sin“ p, 
sin 4 = 4 cos @-sin @ — 4 cos p-sin° y. 


357. On donne les points z, et z,. Montrer que la distance entre 
ces points est égale à |z, — z, |. 

Solution. On a z = 2% + iYy, 23 = Ze + los 29 — A = 
— (x, — 2) + à (Ye — y), d’où il vient 


22 — al = V @ — Li) + (Ya — Yi)”, 
c'est-à-dire que |Zz; — z, | est égale à la distance entre les points 
donnés. 

358. Quelle est la ligne décrite par le point z vérifiant l'équation 
|z—c]— AR, où c est un nombre complexe constant et R >> 0? 

Réponse. C’est une circonférence de rayon R et de centre au 
point c. 

359. Quelle est l'interprétation géométrique des inégalités : 
a) [z—c|<R; b)|z—c|> AR? 

Réponse. a) L'ensemble de points d’un disque borné par la cir- 
conférence |z—c|— R; b) l’ensemble de points du plan situés 
en dehors de la circonférence | z — c| = À. 

360. Quelle est l'interprétation géométrique des inégalités : 
a) Rez > 0; b) Imz< 0? 

Réponse. a) L'ensemble de points du demi-plan situé à droite 
de l’axe imaginaire; b) l’ensemble de points du demi-plan situé 
au-dessous de l’axe réel. 


2. Séries à termes complexes. Examinons la suite de nombres complexes 
is 291 Zgs + + + OÙ Zn = Zn + iÿn (n = 4, 2, 3, ...). 

Le nombre constant c — a + bi est appelé limite de la suite z,, 23, Zg, - « . 
si à tout nombre aussi petit que l’on veut & > 0 il correspond un numéro NW 
tel que toutes les valeurs de z, de numéros n > N vérifient l'inégalité | z, — c| < 
< €. Dans ce cas, on écrit lim z,= c. 


nn +00 
. Formulons la condition nécessaire et suffisante d'existence de la limite d’une 
suite de nombres complexes : le nombre c — a <- bi sera la limite de la suite 
de nombres complexes x, + iyy, za + ie, ts + iys, - . . si, et seulement si, 
lim z,=a, lim y, =b. 
n—+œo n—+0 
La série 
WT Wa + wst..., (1) 
dont les termes sont des nombres complexes est dite convergente si la somme 
partielle n-ième S, de la série tend vers une limite déterminée pour nr + oo. 


Dans le cas contraire, la série (1) est dite divergente. 
La série (1) 


Wi + Wa + Ws +... 
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converge si, et seulement si, convergent les séries à termes réels 


Im w, + Im uw, + Imws +... (3) 


Si la somme de la série (2) est représentée par le nombre S’, et celle de la 
série (3) par le nombre S”, alors la somme de la série (1) sera le nombre complexe 


S = S'+is”. 


et 


Si la série 
Wi+ wo +wz+ ... (où wa =un+ivn) 
converge, alors ou wn=0 (c ’est-à-dire lim un=—=0, lim v, =0). 
nn — 00 11— 00 
Si la série 
Iml+luwl +luwsl +... 
converge, alors la série 
Li + Wa + wa +... 
converge elle aussi. 


Dans ce cas, la dernière série est dite absolument convergente. 
Soit donnée la série entière 


do + (2 — 20) + @2 (2 — 10) + 88 (2 — 20) + +. 


OÙ 29, os Air Aos A . sont des nombres complexes, les noue de la série 
étant différents de zéro et z une variable complexe. 
Cette série converge à l’intérieur du disque | z— z| <R, où R— 


= Lis et diverge en dehors de ce disque pour des valeurs de z telles 


que st négalité |z— z| > R soit vérifiée. 


361. Etudier la convergence de la série 
; 1 à: (0 1 1 . 1 Li: 
U+)+ (+) + (+5 i)+ (Gr) + 
Solution. Les séries 14544 + ...et1 +r+s+ 


+ + ... convergent car elles sont constituées par les 


termes des progressions géométriques infiniment décroissantes. Par 
conséquent, la série à termes complexes donnée converge elle aussi. 
Calculons les sommes de ces progressions : 


CE 
or jt à 
72 | 8 
Donc, . somme de la : série proposée est le nombre complexe 


S = 2 se > i. 
362. Etudier la convergence de la série 


a+015+(2+001)+ (À + 0,001 5) +... 
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Solution. Examinons les séries F2 ++ Fe Lu 
0,4 + 0,01 + 0,001 + ..… 


La première de ces séries diverge, d’où vient que la série à termes. 
complexes proposée diverge elle aussi. 
363. Etudier la convergence de la série 


Gb) + (EE) + 


S 0 À ution. La série diverge car le terme général de la série- 

n+i1;, 

— no n+2 

de s’en convaincre lui-même). 
364. Montrer que la série 


1+i 1Li \2 1Li 18 
ts) +) +. 
converge absolument. 
Solution. Vu le fait que 1+i=V 2 (cos +i sin +), alors 


T n 
. 1+i\r (= A he ï) 1 an |, ... nn 
un = (=) == V2 = (cos +isin Te). 


Par conséquent, | wa | = 


Un = i ne tend pas vers zéro (on recommande au lecteur 


4 # + ‘ « . 
AE Formons une série à partir des 


modules 
4 | 4 1 
HE +2 3/2 Fr + -.. 


Cette série dont les termes forment une progression géométrique 
décroissante converge; donc, la série à termes complexes donnée 
converge absolument. 

365. Calculer le domaine de convergence de la série 


VE (VE) Go + (VIH) 6 
Solution. On a 


QE, eu 


» n+i — 


An = 


à An+1 EH vV3+i | 
_4n_|__ 131 3 3 R __3 
Ro VS VSr e d 
Le domaine de convergence est le disque [z— à <<. 


366. Montrer que la série 


rt) ei) -i)+ 
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converge et calculer sa somme. 
Réponse. $=7—1. 
367. Etudier la convergence de la série 


Eh (++ 


Réponse. La série est convergente. 
368. Etudier la convergence de la série de terme général 


1 i 
SLT TT 


Réponse. La série est divergente. 
‘369. Montrer que la série 


+ A++ A++ LE AHP+ 


converge absolument. 
370. Trouver le domaine de convergence de la série 


D, 25 
24 tar + ss 


Réponse. La série converge dans tout le plan. 

371. Trouver le domaine de convergence de la série 
{G—1—i)+21(2—1—iÿ +3 (z—1—:i) + 
Réponse. La série ne converge qu’au point z = 1 + i. 


3. Fonction exponentielle et fonctions trigonométriques de la variable com- 
plexe. La fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques de la variable 


complere z sont définies par les égalités 
23 
DURÉE FEES 


z 


z9 
Sin Zz— 11 ST TS 


22  z4 26 
cosz=Îl—- ++ +. 


Il existe entre les fonctions indiquées les rapports suivants: 
ei—cosz—+isinz, 
e-zi—cosz—isinz, 


ezibe-zi 
COS Z= 5 — . 
. ezi— e-2i 
Sin z: = TX — , 


appelés formules d'Euler. 


(1) 
(2) 


(3) 


(à) 
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A l’aide de la formule d’Euler (1), le nombre complexe donné sous forme 
trigonométrique z = r (cos q + à sin q) peut être mis sous forme exponentielle 
Z= re". 


372. Mettre sous formes trigonométrique et exponentielle le 
nombre complexe z = 3 + iV3. 
Solution. Mettons ce nombre sous forme trigonométrique 


r=V9+3=2V38, parte V2, 
z=2V3 (cos +isint), 


ou sous forme exponentielle 


= 3 
z=2V3es. 


373. Mettre sous forme exponentielle le nombre complexe z — 


= V2 —iy 2. 


Solution. On trouve r = V2 + 2—= 9, tg o = — vi 
I 
LES ar 
=—1, Q=—-zr;iz=2.e ‘. 


IT 
374. Calculer la valeur numérique de e? Re. 


Solution. Appliquons la formule d' Euler (1) : 
I . 
eZ" —cos ++: sin += L. 


375. En appliquant la formule d’Euler, montrer que 


cos z = cos 3r+ © cos z. 


exi + e-xi 


Solution. Vu le fait que cos x = 5 , alors 
eixi + Bexi + 3e-xi LE e—3xi 4 eixiLe-3xi 
COS x 2 À. 
3 exite-xi 1 : 9 
+5 — ="; cos 2x + cos x. 


376. Mettre sous forme exponentielle le nombre complexe z — 


= V3 +i. 
.. 
Réponse 2e "H, 
377. Mettre le nombre —i sous forme exponentielle. 
LP : 
Réponse. e®. | + è a 
8—079 
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378. À quoi est égal ei? 
Réponse. —1. 
3/9. Montrer que 
1 5) D 
5 RE es — 
COSŸx = cos 5x + 16 cos 3x + g COS. 
380. Exprimer linéairement sin° x en fonction de sin x et sin 3x. 


Réponse. _ sin z—+ sin àz. 


381. En appliquant la formule d'Euler, montrer que i admet 
un nombre infini de valeurs qui sont toutes réelles. 


IT 


# e 14 D e e 
Réponse. i —e (4 est un entier arbitraire). 


S 8. Série de Fourier 


On appelle série de Fourier d’une fonction f (x) définie sur le segment 
[— x, x] une série de la forme 


O0 
+ D (am COS mx + bm Sin mx), 


m= 1 
a 
am = — | { (x)-cos mx dr (m—0, 1, 2, ...), 
1 


a 
bm = — | f(x)-sin mx dr (m=1, 2,...). 


JT 


Si x, est un point de discontinuité de première espèce de la fonction f (x), 
alors la somme de la série de Fourier définira une fonction se confondant aux 
points de discontinuité avec la fonction f (x) et égale à LE — OI Es +0 
au point de discontinuité de première espèce indiqué. 

Convenons par ailleurs d’assimiler la valeur de la fonction f (x) à chaque 
extrémité du segment [—n, x] à la valeur 


f(-at0)+f(x—0) 
5 : 


Si La fonction f (x) sur le segment [—x, x] admet un nombre fini d'ertrémums 
et est continue, sauf peut-être en un nombre fini de points de discontinuité de pre- 
mière espèce (c'est-à-dire qu'elle satisfait aux conditions dites de Dirichlet), alors 
la série de Fourier converge vers la fonction f (x) en chaque point du segment 
[—x, x] (théorème de Dirichlet). 

Il est aisé de voir que la somme de la série de Fourier de la fonction f (x) 
est une fonction périodique de période 2x. 
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Si la fonction f (x) est donnée sur le tra [—1, 1], où Z est un nombre 
arbitraire, et que les conditions de Dirichlet sont satisfaites sur le segment 
[—1, 1], la fonction indiquée peut être alors représentée par la somme de la série 
de Fourier 

O0 


ao mINT a 
70e > (am COST + dm sin 


m=i 


mAx 
’ 


l l 
1 
am = + | 1 ()-008 PE de, bm = | f (a) sin dr. 


l 


Si f (x) est une fonction paire, alors sa série de Fourier ne contient que 
le terme constant et les cosinus, c'est-à-dire que 


O0 
__ 40 mx 
fG)= + >, Am COS ——, 
m=—i 


et dans ce cas, 
l 


2 mix 
Ame | f(x)-cos y 92: 
0 
Si f (x) est une fonction impaire, alors sa série de Fourier ne contient 
que les sinus, c’est-à-dire que 


O0 
{ (x) = D bm Sin, 
m= 1 
où 
l 
bm= + | f (x)-sin dr. 
0 


Si la fonction f (x) est donnée sur le segment [0, !], alors, pour obtenir 
son développement en série de Fourier, il suffit de la prolonger arbitrairement 
sur le segment [—1, 0] et de la développer ensuite en série de Fourier en con- 
sidérant qu'elle est donnée sur le segment [—{, !]. Il est le plus rationnel de 
prolonger cette fonction de manière que ses valeurs aux points [—/!, 0] soient 
déterminées à partir de la condition f (x) —f (—zx) ou f (x) = —f(—zx). Dans 
le premier cas, sur le segment [—/, !] la fonction f (x) sera paire, et dans le 
second, impaire. Dans ces conditions, les coefficients de Fourier d’une telle 
fonction (a dans le premier cas, et b» dans le second) peuvent être détermi- 
nés d’après les formules ci-dessus appliquées aux coefficients des fonctions 
paires et impaires. 


382. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—1x, x] par l'équation f (x) — x + x. 

Solution. Le graphique de cette fonction est donné par 
le segment reliant les points (—1x; 0) et (x; 2x). Sur la figure 25 
est montré le graphique de la fonction y = S (x), où S (x) est la 


8* 
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somme de la série de Fourier de la fonction f (x). Cette somme est 
une fonction périodique de période 2x qui se confond avec la fonc- 
tion f(x) sur le segment [—x, xl. 


Fig. 25 
Calculons les coefficients de la série de Fourier. On trouve 
4 TT 1 I x ! TI 
do = — \ f(x) dx = — | (x + x) dx = | dx + — À x dx. 
JT TH —T =: 


La seconde intégrale est nulle comme intégrale d’une fonction 
impaire prise dans un intervalle symétrique par rapport à l’origine 
T 


des coordonnées. Ainsi, &p — | dr = 27; 
T1 


JT - TI 
Om =— | f (æ)-cos mx dr = + | (n + x)-cos mx dx — 
=, LS 


TI TI 
— \ cos mx dr + — | TZ COS MT At. 

EL 1 — I 
Il est aisé de voir que les deux intégrales sont nulles (la fonction 
sous le signe d'intégration de la seconde intégrale est une fonction 
impaire en tant que produit d’une fonction paire par une fonction 
impaire). Donc, 

Am = 0, c’est-à-dire a, = a, = as—... = (0. 


Maintenant, calculons les coefficients b,, : 


I EL 
Dm = | f (x)-sin mx de = | (x + x)-sin mx dr — 
2: x 
TI IT 
— | sin mx dr + + | x sin mx dx. 
x 2: 


La première intégrale est nulle. La fonction sous le signe d’inté- 
gration de la seconde intégrale est une fonction paire en tant que 
produit de deux fonctions impaires. 
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Ainsi, 


I 
br + | x sin mx dx. 
LA 
0 


Appliquons l'intégration par parties: 


| { 
u—z, dv—=sinmrdr, du—=dx, v=—- — — COS MX, 
2 2 t 2 
T TI ” — 
ane En dr = ——.cos mA 
bn nr COS mr |° =. | OS MT = + 

0 
2 


Lu fouuesoueer- à er qu D 


Par conséquent, le SRE de la fonction f (x) en série 
de Fourier est de la forme 


f(x)=n+2 >. CITE sin mx — 
m= 1 


=n+2(sinz— be, et...) 


383. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—1, 1] par l'équation f (x) — z° (fig. 26). 


Fig. 26 


Solution. La fonction examinée est une fonction pere 
Son graphique est un arc de parabole situé entre les points (—1; 1) 
et (1; 1). Ici ! = 1; d’où il vient 


TEE 


l 
2 
Am =+ | f (x) cos _ dx = 2 | x? cos MNT dt. 
0 


Ici, il faut effectuer deux fois l'intégration par parties. 


118 SÉRIES (CH. III 


1 | 
1) u=zx?, dv—cosmnr dx, du = 2x dx, V=—— Sin MAX ; 


1 1 


; 1 4 ÿ 4 : 
Am == —— Sin mnz | ——— | xsinmnz dr = ——— | xsin max dx. 
mi 0 mi mi 
0 0 
: 1 
2) u=zx, dv =sin max dr, du— dx, v— — — COS MNX ; 


1 


z | 
Am — nee COS MIT É — mère 


: ñ ; 
| cos max dx = ne (— 1). 
0 


En sachant que la fonction examinée est une fonction paire 
alors bm — 0. Par conséquent, 


1, 4 À (—i 
fa)=-5+5 > C7 cos max = 


m—=i 
1 & cos 271x cos 31z cos 4x 
= +7 (cosnr— Pope = di go 7e 


384. Développer en série de Fourier la fonction donnée en demi- 
période sur le segment [0, 2] par l’équation f (x) = x — a. 
Solution. La fonction peut être développée en série de 


Fourier par un nombre infini de procédés. Nous n’en citerons ici 
que deux qui sont les plus importants. 


Fig. 27 


a), Prolongeons la fonction f (x) sur le segment [—2, d de façon 
paire (fig. 27): 


Intégrons par parties: 


U=xz— a, dy = cos dx, 
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du —(1— x) dx = —— sin —— : 
2 1 2 t 
_2 À 2 max |- 4 ” mix _ 
Am = (z 5°) sin > Ne x) sin ; dx — 


2 
se \ (1 — zx) sin = dx. 
Ô 


Reprenons l'intégration par parties: 


u—A41—x, dv=sin dr, 
du = — dx, LE 0e — : 
mi 2 
L L 
— mL 
am = —27 (1 — x) -c0s k + | cos Mdr = 
0 
[A | 4 & 
= —— as Cosmn—= — —25 (1 +(—1)"1, bi 0;: 
Ainsi, 
1 4 S 1410-00 . me 
Se 2 on — 
Mm=1 
<< : cos riz + + COS 2x + COS STz + . 
7 8  rn2 42 DE 


b) Prolongeons la fonction f(x) sur le segment [—2, 0] 


façon impaire (fig. 28): 


2 
_ 1 mix 
bm= | (z TZ TZ 2) sin = 5 dx ; 
0 
u=z— +, dv = sin + dx, 
me … 2 mnz . 
du =(1— x) dx, V= COS 2 
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de 
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bn = Re (zx ) cos ME | + — … + | (1— x) cos = dx = 


2 

2 | mix - 

=+ | (1 — x) cos 5 dx ; 
0 


| miz 
u—1Â1—7x, dv =cos—— dx, 


du = — dx, v= sin PE - 


2 
mAT 
bn = 7 = (1 — x) sine | + — | sin 
0 


8 8 8 
mins PE08 2 |o mÿns cosmn+ ss = ns 1 —(—1)); 
Am—=0 (m—=0, 1, 2,...). 
Ainsi, 


8 < 1—(—14)m . mar | 
er à mr 
mMm=i 


16 / . nx 4  .  S3nz 4 .  Snx 
= 5 (sin + sin + sin 5 He) 


385. Développer en série de Fourier la fonction (fig. 29) don- 


foie CC 


_ 
Fig. 29 


L 
2 


née sur le segment [—!, !] par les équations: 
f(D=0, si —I<r<0; 
f(x)=x, si 0LI<— : 


= 
f(=+, si +<r<l. 
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Solution. On trouve 


l 


l 
0 2 l 
mr [fer fiotr [feat | se 
2 


l 
1 ? 1 c l 1 2 T 1 l l l 3 
E A 

= edtr (grd + gta 

0 l Da 

2 
1 C 
mi = 
am = + | f (x) cos dx -+| f (x) cos dx + 


2 l 
+ | f (x) cos TE dr + + | f (œ) cos TE dr = 

0 l 

7 


Appliquons à la première intégrale l'intégration par parties : 


MIT 
L 


U—=Z, du= cos = dx, du = dx, = —— sin 


d'où il vient 


i 
7 416 ; 
z mAnz |‘ mAaiz miz 
Am = re SD x | sin 1 dx + Sn Sin —— F 
0 ZT 
ee 
l mt l max |2 
7 2mn Tr *SN— 2 Te mare ‘087 0 + 
+ (sinmn—sin © T)= (cos — 1) 
2mn Er 2 : 


Calculons les coefficients db, 
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Appliquons à la première intégrale l'intégration par parties: 


u=x, dd =sin TE dr, du—= dx, ces het 
l ma l 
On a 
l 
Le 2 
z max |2 { mix l mnz |! 
bn = — —— cos — + cos —ÎT —-5— COS — = 
0 2 
LE 
l mi l .. mnz |2 l mi 
= —7 7 C08 —— Tes sin —— | D (cos MA — COS —— )= 
___ dL .. mn l m 
nee NT nn (— 1). 

. l l l 2+ 7 
Si m— 4, alors Sr D=ts=lss-. 

: 1 À 
Si m—2, alors & — TT b=——. 

ë l l l 31 — 2 
Si m = 3, alors da —= Gr ? DS Ter las 
Si m—4, alors a =0, b, — ——. 

ee dl __ 1 y 2+57 
Si m—=5, alors As — — DE ? bs= 55 + 107 — | SO * 


Par conséquent, 
3: 4 247 . mx 
f(x) =1 [5 + — 2 cos + 5e sin) + 


IT 


1 2nz 4 _. 2nx 
+ (res sin E)+ 


1 Jaz —2+3x . = Le 
+ (ST cos + EE sin ] + TE 


386. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—xn, x] par l'équation (= 


Réponse. 'f(x) = —2 2 1j" RTE _— 


387. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—1, 1] par l'équation f (x) = |x |. 
; | cos (2m+1)nz 
Réponse. f@=+ + stte L Cm 12 
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388. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—x, x] par l'équation  (@) — 6" 


Réponse. fi(x) =< shn. [+ DE LE (cos mr — m sin ma) ||. 


389. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—x, x] par l’équation f (x) — 


Réponse. f(x) — Y (— 1)" (5 ):sin mx. 
m— 1 


390. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [0, x] par l’équation f (x) = x — 2x: a) en la prolongeant 
sur [—1x, 0] de façon paire; b) en la prolongeant de façon impaire. 


8 + cos(2m+1 
Réponse. a) fG)=— DRE : 


b) f(D=2 D 2%, 
m=1 


391. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le 
segment [—x, x] par les équations 


f(x) = —h, si —1<1<0; 
es si 0<r<r. 


sin (2m—<+1)z 


Réponse. f(x) =<— r 2m Li 


392. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le seg- 
ment [—x, x] par les équations 


Fes si —r<z<O0; 
f(z)= 3x, si 0OLIz< 7. 
Réponse. | 


5x 10 COS z cos 3x cos 5x 
= —-—( 12 + 32 + 52 +...)+ 
Sin z sin 2x 
+(+-S +...) 


393. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le seg- 


ment [0, x] par l'équation f(x) — x? en la prolongeant de façon im- 
paire sur [—x, 0 
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1 2 
sin z sin 3z , sin5x 
— (+ + +). 


394. Développer en série de Fourier sur le segment [—x, x] 
la fonction 


—z pou —r<z<0, 


= | 0 pour 0<Lz< ur. 


| n Dé cabrhze sin mz 
Réponse. D > En >, nt Din 
m=0 Mm=1 


395. Développer suivant les sinus sur le segment [0, x] la fonction 
Î(x) = cos 2x. 


5 4 sin z 3 sin 3x 5 sin 5x 
Réponse. | | : 


alerte 


396. Développer suivant les sinus sur le segment [0, 1] la fonction 


Î(2) = z. 


7 2 - m+4 Sin MIT 
Réponse. — >, (—1) ——— 
m=1 
397. Développer suivant les cosinus sur le segment [0, 2] la fonc- 
tion 
x pour 0<zr<1, 


=, 7, pour 1<r<2. 


| 1  &  cos(2m+i)nz 
Réponse. D 2 Enr 
mM—= 


S 9. Intégrale de Fourier 


Si une fonction f (x) satisfait aux conditions de Dirichlet sur tout segment 
fini appartenant à l’axe Or et qu’elle est absolument intégrable tout au long de 


+ 


cet axe ( c'est-à-dire que | | f (z)| dx converge ) , On dit alors que pour cette 


fonction est valable la formule intégrale de Fourier (obtenue à partir de la série 
de Fourier en passant à la limite lorsque Z + ): 


co +00 
fG)=— æ| f (u) cos z(u—zx) du 
0 


— ©œ 
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(aux points de discontinuité de première espèce on prend comme auparavant 


f (zo — 0) +f (zo + 0) 
2 


pour la valeur de f (x) l'expression , Où zx, est l’abscisse 


du point de discontinuité). 
L'intégrale de Fourier peut être mise sous forme complexe: 


+00 co + 00 oo 
TE ( ds | f (u) AUS) qu = | e—izx dz | eizuf (u) du. 


Pour une fonction paire, l'intégrale de Fourier peut être présentée sous 
a forme 


j@= + | cos 2x dz | f(u)coszu du (f(—zx)=f(x)), 
7? 0 
et pour une fonction impaire, sous la forme 
f{)=1 \ sin zx dz | f{u)sinzudu (f(—zx) = —f(x)). 
Ô 0 


Les trois dernières formules sont liées aux transformations dites transforma- 
tions intégrales de Fourier: 
1. Transformation de Fourier sous sa forme générale: 


{ 00 
| F (z)= TE J eizXf (x) dz (directe), 
! ie 
f(x) = — | erizx F (z) dz (inverse). 
V 2x Le 


2. Cosinus-transformation de Fourier (pour les fonctions paires) : 
2 
fe (z) = VE 


f(x) = = | fe (z) cos 2x dz (inverse). 
0 


Î (x) cos zx dx (directe) 


3. Sinus-transformation de Fourier (pour les fonctions impaires): 


fs) = y + | f(z)sinzr dr (directe), 
0 


f(z) = V | _ | fs (z)sinzr dz (inverse). 
0 
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Les sinus- et cosinus-transformations de Fourier peuvent s'appliquer à des 
fonctions données seulement sur le demi-axe positif de Oz, à condition qu’elles 
soient absolument intégrables le long de ce demi-axe et satisfassent aux condi- 
tions de Dirichlet sur tout segment fini de ce demi-axe. Dans ces conditions, 
la sinus-transformation prolonge la fonction f (x) sur le demi-axe négatif de 
façon impaire, alors que la cosinus-transformation le fait de façon paire. 

Nota. Dans les formules intégrales de Fourier, toutes les intégrales du 


00 
type f (u) du sont considérées en tant que valeur principale, c'est-à-dire 
— © 
+00 N 
| fu) du= lim | f (u) du. 
æ N00 Le 


398. Trouver les cosinus- et sinus-transformations de la fonction 
f(x) = e* (x > 0). 


Solution. Ona 


fe (z) — = Ée cos zu du. 
0 


alors 


-u set. 
En sachant que | e”" cos zu du == ALT 
0 


15 


D'une manière analogue, on obtient 


OV Er 


Par ailleurs, en appliquant les cosinus- et sinus-transformations 


de Fourier aux fonctions f. (z) et f, (z), on obtient la fonction f (x), 
c'est-à-dire 
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399. Soit f(r) une fonction définie par les équations 
f(z)=1, si 0OLr<a; 


f()=+, Si T—a; 


f(xz)=0, si r>a. 
Trouver ses cosinus- et sinus-transformations (fig. 30). 
y 


Fig. 30 


Solution. La cosinus-transformation de cette fonction est: 


LO= VE rucosa de = | cos du + 
VTT 0. cos zu du=y À | coma y/ Etes. 


La sinus-transformation est : 


LOVE ruse du 77 | sin du 
+VFe sand /7 (ana 7 = _— 


Après avoir trouvé les cosinus- et sinus-transformations des 
fonctions f.(z) et f,(z), on obtient 


4, si 0OLr<a; 
4 


2 ( sinaz 
+ | COSzz dz = 4 +, Si T—= 0; 
T z 2° 
: 0, si x>a, 
(facteur de discontinuité de Dirichlet) et 
1, si 0OLr<a; 


; = 1 ‘ 
sin zz dz = F Sir=a; 


0, sixz>a. 


2 | À — cos az 
z 
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400. Trouver la transformation de Fourier de la fonction 
f zæ—+iÂ, si ASIE —— ; 
. 1 
= 7 IST: 
—zx+1, si KI 1; 
0, si 1<]|x|. 
So'ution. D'après la formule de transformation de Fourier 


FOX | 


f (u) eîzu du, 


en utilisant le type de la fonction f (x), on trouve que 


1 — 1/2 
V'2r F(z) = | O-eizu du + | (u + 1) eizu du + 
= 00 1 
1/2 1 
se | 1 -eizu du + | (ut Demau+ | 0 eizu du. 
— 1/2 1/2 


Il est évident que la première et la dernière intégrales sont nulles. 
Désignons les intégrales restantes respectivement par J,, Z,, I, et 


calculons-les : 


JT, = Ÿ (u + 1) eizu du — [+ (u + 1) gi — Se Le 


—1 


4 1 —— 4 _—— 
= —— © — 2 2 Es —12Z — 
zi 2 < i2z2 + 1272 F 
zi 
4 — 4 — | 
D er. 2 RE 2 _— p=2i 
2zi 6 + z? zè € d 
1/2 1 1/2 " zi L z1 2 sin TZ 
L = eu du = — eiru — (e?2—e ?)=— : 
zi 1/2 zi z 


1/2 
1 


1 | r, 4 1 
AS reste lei op etzu + mew], = 


RE : 
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. Z z 

î : us 2 COS — 

PE  — 1 2cosz , 02 5 
ZT Zi Te ) 7 | z? + z 5 z? ): 


401. Trouver la transformation de Fourier de la fonction 


LT . 
cos—, si [tz|Sr; 
jte) = À - à 
0, si |[x|> 1. 


Réponse. F(z) = COS TZ. 


_1, 1 
V'èn 1-42 
402. Trouver la transformation de Fourier de la fonction 
—e*, si —1<rz<O0; 
f(a)=) € si 0<Kzr<1; 
0, si [z|>1. 


2i ze— Sin Zz— 2 COSZ 
Réponse. F(z)=—— °° — 
: DER eur 
403. Trouver les sinus- et cosinus-transformations de Fourier de 
la fonction 


sin 2— sin + F 
Réponse. fe(z) = a y +, 


Z 
ES — 0097 | ST 
fa (= ——.y <. 


9--079 


CHAPITRE IV. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


$ 1. Equations différentielles du premier ordre 


1. Notions fondamentales. On appelle équation différentielle une équation 
établissant une relation entre les variablés indépendantes, leur fonction et les 
dérivées (ou différentielles) de cette fonction. Si l'équation est d’une seule 
variable elle est dite ordinaire ; en cas de deux où de plusieurs variables, l’équa- 
tion est appelée équation différentielle aux dérivées partielles. 

On appelle ordre d'une équation différentielle l’ordre de la dérivée la plus 
élevée contenue dans cette équation. Par exemple: 

“ z°y" + 5xy = y* est une équation différentielle ordinaire du premier 
ordre; 


2) TR — zy — = 1° est une équation différentielle ordinaire du second 


3) y + y’.y’”’ = x est une équation différentielle ordinaire du troisième 


4) F (zx, y, y’, y") = 0 est le type général d’équation différentielle ordinaire 
du second ordre; 


Ô. 14) 2 ; Te , : 
5) EN 37 —0 est une équation aux dérivées partielles du premier 


ordre. 

Dans ce chapitre, on étudie les équations différentielles ordinaires du pre- 
mier ordre, c'est-à-dire les équations de la forme F (x, y, y’) = 0 ou (en l’explici- 
tant par rapport à y‘) y’ = f (x, y). 

On appelle solution d'une équation différentielle une fonction différentiable 
y = ® (x) qui, substituée. à la fonction inconnue, transforme cette équation en 
une identité. 

On appelle solution générale d’une équation du premier ordre une fonction 
y = (zx, C) qui, pour toute valeur de la constante arbitraire C, constitue une 
solution de l'équation donnée. . 

Le graphique construit dans le plan rOy pour toute solution y = œ (x) de 
l’équation différentielle donnée est appelé courbe intégrale de cette équation. 
Ainsi donc, à la solution générale y = œ (x, C) on met en correspondance une fa- 
mille de courbes intégrales qui sont fonction d’un seul paramètre: la constante 
arbitraire C. 

Parmi toutes les solutions d’une équation différentielle définies par sa 
solution générale, on exige bien souvent d’avoir une solution telle que les condi- 
tions y = yo, pour z = 9, Où xo et y, sont des nombres donnés, soient vérifiées. 
Cela signifie, au point de vue géométrique, qu’on a besoin de trouver une courbe 
intégrale passant par un point donné M (x, ; yo) du plan. 

Ces conditions (y = yo pour x = xs), dites initiales, s'écrivent alors de façon 
succincte: 


y (zo) — Vo» ou y Per us Yo- 
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Les solutions qui s obtiennent à partir de la solution générale y = œ (zx, C}, 
pour une valeur déterminée de la constante arbitraire C, sont appelées solutions 
particulières. 

Le problème de recherche d’une solution particulière vérifiant les condi- 
tions initiales y — y, pour zx = zx, est appelé problème de Cauchy. 

Toutefois, on rencontre des équations différentielles admettant des solu- 
tions qui ne s’obtiennent pas à partir de la solution générale, quelles que soient 
les valeurs de C (y compris C = —+o). De telles solutions sont dites singulières. 
En procédant par essais, on peut se convaincre, par exemple, que l'équation 
y = V/1 — y? admet la solution générale y — sin (x + C), alors que la fonc- 
tion y = 1, qui ne peut pas être obtenue à partir de la solution générale quelles 
que soient les valeurs de C, est quand même une solution de l'équation en ques- 
tion. 11 s'agit donc d’une solution singulière. 

Le graphique d'une solution singulière est la courbe intégrale qui en chacun 
de ses points admet une tangente commune à l’une des courbes intégrales défi- 
nies par la solution générale. (Une telle courbe est dite enveloppe de la famille 
de courbes intégrales.) 

La recherche des solutions d’une équation différentielle est appelée intégration 
de cette équation différentielle. 

2. Equations différentielles à variables séparables. Une équation différen- 
tielle de la forme 

fa (x) (y) dx + fa (x)-Pe (y) dy = 0 


se rapporte aux équations à variables séparables. Si aucune des fonctions f, (x), 


fa (x), Ps (y), D (y) n’est pas identiquement nulle, alors l’équation intéressée se 
ramène à la forme 


Po (y) f1 (x) 
qu) PT (a) 


en divisant l’équation initiale par f2 (z)-p1 (y). Une intégration terme à terme 
de la dernière équation donne Ia relation 


f1 (x) Po (Y) , 
| Î2 (x) a+ | P1 (y) y Ce 


qui fournit alors (sous forme pe la solution de l’équation initiale. (On 
appelle intégrale d'une équation différentielle la solution de cette équation don- 
née sous forme implicite.) 


dr =0 


404. Trouver l'intégrale particulière de l’équation y’-cos x — 
=D vérifiant les conditions initiales y (0) — 1. 


Solution. En posant y=, recopions l'équation donnée 
sous. la forme 


dy ___y 
SE Gr my 
Séparons les variables : 
In 
ny d —— dx F 
y cos x 


Intégrons les deux membres de l'équation : 


luy ;, dz 1 . z Ta 
| “4 dy = cz ts; ou iny=intg(5++)+c. 
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Compte tenu des conditions initiales (x = 0, y = 1), on trouve 
C —=0. On obtient finalement 


ny = ]n g(+ ++). 
405. Trouver l'intégrale générale de l’équation y” = tg x tg y. 
Solution. En posant y'— = et en séparant les variables, 

on obtient l'équation ctg y dy =tg x dx. 
Par intégration on trouve: | ctgydy= \ tgxdzx, ou In [sin y |— 


= —]n|cos x| + In C. (Ici, ilest plus commode de désigner la cons- 
tante d’intégration par In C.) 


«= e e C Li e Ld # L 
D'où l’on tire sin y — Ts 0usinycosz= C (intégrale générale). 


406. Trouver la solution particulière de l’équation différentielle 
(1 + zx°) dy + y dx = 0, pour les conditions initiales y (1) = 1. 


Solution. Ramenons la présente équation à la forme += 
_ dx - : dy __ dx 
Re En intégrant, on obtient — TT : ou 
In| y|— —arctgxr+C. C'est ce qu'on appelle intégrale générale 


de l’équation donnée. 
Introduisons maintenant les conditions initiales et calculons la 
constante arbitraire C: 


In 1— —arctg 1+C, c'est-à-dire C =<—. 
Par conséquent, 


In y — —arctgr ++, 


d'où l’on tire la solution particulière cherchée : 


LÉ — arctg x 
y=ei . 

Résolvons quelques problèmes de géométrie et de physique à l’aide 
des équations différentielles du type examiné. 

407. Trouver les courbes dont la somme des longueurs de la norma- 
le et de la sous-normale est une valeur constante égale à a. 

Solution. La longueur de la sous-normale est égale à | yy'|, 
alors que la longueur de la normale est | y 1-+ y"? y?|. Ainsi, l'équation 
qui doit être vérifiée par les courbes cherchées est de la forme 


yy'| + YyVT+YÈl= 0. 
En résolvant cette équation par rapport à y’, on trouve (en prenant 
en considératinn les deux signes possibles) : 
ay. 
2ay 


y = + 
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Séparons les variables : 


2y dy dr 
a2—y2 + rR 
En intégrant, on obtient l'intégrale générale In |a? — y?| = + — 4. 


+ ]n C. En passant des logarithmes aux nombres, on ramène l’équa- 
tion des courbes cherchées à la forme 


x 
+— 
y?=a?—Ce 2. 


La condition du problème n'est satisfaite que par les valeurs de 
C>> 0. En effet, à partir de l'équation de la famille de courbes on 
trouve : 


ES 21 2 

aug =, jy trye| = SE. 
Ainsi, pour que la condition |yy’| Ka WV 1 + y + y'°| = a soit Véri- 
fiée, il faut que |a° — y*| = a° — y?, c'est-à-dire que y° << a°; on 


en déduit notamment que C ne prend que des valeurs positives. 

408. Un réservoir cylindrique de hauteur 6 m et de diamètre de 
base 4 m est placé verticalement et rempli d’eau. En combien de 
temps l’eau remplissant le réservoir s’en écoulera-t-elle par une ouver- 


; 
ture circulaire de rayon + m pratiquée dans le fond du réservoir ? 


Solution. Pour noie le problème posé, il faut s’adres- 
ser à la formule de Bernoulli définissant la vitesse v (en m/s) d’écou- 
lement d’un liquide par un orifice pratiqué dans un réservoir et situé 
à k mètres au-dessous de la surface libre du liquide : 


v = 0) 2 gh. 


Ici, g — 9,8 m/s° est l’accélération de la pesanteur, o un coeffi- 
cient constant (sans dimension) qui dépend des propriétés du liquide 
(pour l’eau o & 0,6). 

Soit k m le niveau de l’eau qui reste dans le réservoir au bout du 
temps £ s après le début de l'écoulement. Ce niveau baisse encore de 
dh m (dh << 0) pendant le temps dt s. Calculons de deux manières 
différentes le volume d’eau qui s’est écoulé pendant cet intervalle de 
temps infiniment petit dt. 

1. Primo, ce volume dw est égal au volume d’une couche cylindri- 
que de hauteur [dh| et de rayon égal au rayon r de la base du réser- 
voir (r — 2 m). Ainsi donc, do = nr? |dh| — —snr? dh. 

2. Secundo, ce volume est égal au volume d’un cylindre ayant 
pour base l'ouverture pratiquée dans le fond du réservoir, sa hauteur 
étant égale à v dt (où v est la vies d'écoulement). Si le rayon de 


l'ouverture est égal à p(p — D m), alors dw = np? vdt — 
= 100 -V 2 gh dt. 


134 EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES (CH. IV 


En égalant entre elles ces deux expressions, car elles donnent le 
même volume, on obtient l équation 


—r? dh= 00? V 2gh dt. 
Séparons les variables : 


2 dh 
dt = — + 
op2V 2% Vh 
En intégrant, on trouve 
2r2 L 
t=C— V h. 
op? V 2£ 


Pour t—0, hk=— h —6 m. AL tire 


Donc, la liaison entre ft et h est S par l’équation 


2rè 
en Pot 


alors que le temps d'écoulement total 7 sera trouvé en posant dans 
cette formule k = 0: 


En utilisant les données du problème (r = 2 m,h, = 6 m,o = 0.6, 
P=— m, g — 9,8 m/s°), on trouve: 
T = 1062 s & 17,7 mn. 


409. Dans une chambre dont la température est de 20 °C, un 
corps s’est refroidi de 100° à 60 °C en 20 mn. On demande de trouver 
la loi de refroidissement du corps; en combien de minutes sa tem- 
pérature tombera-t-elle à 30 °C? Toute élévation de température 
dans la chambre est à négliger. 

Solution. En vertu de la loi de Newton (la vitesse de refroi- 
dissement est proportionnelle à la différence de températures), on 
peut écrire À = k(T — 20), our —#. dt, d'où In(T — 
— 20) = kt + In C. Pourt = 0, T = 00°: d’où l’on trouve C — 
— 80. Pour { — 20, T — 60°, par conséquent, In 40 = 204 + In 80, 


tn 


d'où 4 = — 50 lin 2. Donc, on a finalement : 7 — 20 — 80-e 
À 


= 80; )” Lu les ne à: }*. Pour T = 30°, on a 10 — 


2 
Le ns 
=80(+)", ou LUE Ainsi; ” — 3, d'où { — 60 mn. 
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410. Calculer le temps nécessaire à l’établissement de l’équilibre 
d’un liquide contenu dans deux vases communicants. Le petit ori- 
fice entre les vases est de surface w m°. L'’aire de la section hori- 
zontale du premier vase est égale à S, m°, celle du second à S, m°; 
au moment initial, le niveau du liquide dans le premier vase se si- 
tuait à une hauteur de h, m au-dessus de l’orifice ; dans le second, 
à une hauteur de hk, m (h: << h;). 

Solution. Soit £t s le temps (à compter dès le commence- 
ment de l’écoulement du liquide) pendant lequel le niveau de l’eau 
dans le premier vase a baissé à z, m, alors que dans le second, il 
s’est élevé à z, m. Par la suite, pendant un intervalle de temps in- 
finiment petit dt s, le niveau du liquide dans le premier vase a baissé 
de dz, m (dz, << 0), tandis que dans le second, il s’est élevé de dz, m 
(dzs > 0). 

Vu le fait que la diminution du volume de liquide dans le premier 
vase est égale à son augmentation dans le second, on a: S, |dz,| = 


= S, ld|, ou — Sida, = Sidzs; d'où de, = —Ÿt du. 


Si l’on introduit la notation u = z, — 2,, alors la vitesse d'écou- 
lement du liquide par l'orifice entre les vases peut être trouvée d’a- 
près la formule v = 0} 2gu ; elle est définie par la formule de Bernoulli 
(cf. problème 408) dans laquelle il faut poser que l’orifice se situe à 
une profondeur u = z, — z, au-dessous de la surface libre du liquide. 

Aussi, le volume de liquide qui s'écoule pendant un temps dt 
est-il égal, en vertu de ce qui précède, à —S,dz, et en même temps 
à vo dt = Co V 2gu dt. 

En égalant entre elles ces expressions pour un seul et même volu- 
me, on obtient l'équation 


—$, dzs == OO V 2gu dt. 


Mais du = dz, — dzs — dr + 2 de. Ainsi donc, du = + du. 
En substituant dans l'équation précédente l'expression de dz, 
ainsi obtenue, on trouve l'équation différentielle reliant w et £: 
_S492 
— 5e su - co 2gu dt, 
ou 


dt — Sa5g ,  _ du 
(S1+S2) oo V2 Vu 


En intégrant, on détermine t: 


_ _ SiS2 91/5 
Sons VE 
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Pour t=—0, u—=h;i—h, d'où C=SSV 20h) Le temps T 
; | (1482) où V2g 
cherché, nécessaire à établir l'équilibre des niveaux dans les vases, 
sera trouvé en posant u — 0: 
r=c=SS2V 20h) 
(Si +82) owV/ 2e 
Résoudre les équations: 
411. In cos y dr + x tg y dy = 0. 
Réponse. y = arccos (ex). 
121 + eŸ = 0. Conditions initiales: y (1) = 0. 
Réponse. 2e” (y + 1) = x? +1. 
413. 3e* + tg y dx + (1 + e*) sec? y dy — 0. Conditions ini- 
tiales: y (0) — —. 
Réponse. (1 + e*)° : ‘g = = 8. 
414. ei+xi. tg y dr —— 
Réponse. 21n|sin y|— pi 1 — 1. 
415. (1 + e2x) y? dy — e* dx. Conditions initiales : y(0) = 0. 
Réponse. - y$ + _. — arctg e*. 
416. y’ +cos (x+2y)—cos (x—2y). Conditions initiales: 
y (0) =. 
Réponse. In|tgy|=4(1— cos x). 
417. y —2*%Y, 
Réponse. 2°—2=C. 
418. y-Iny+y' V x+1—0. Conditions initiales : y ( —À) = €. 
1 
2 4/x+1 


— dy = 0. Conditions initiales : y(1)=<. 


+ 
Réponse. y—=e 
419. —=Iny. Conditions initiales: y(2)— 1. 
Réponse. 2(x—2)=— I1n?y. 

420. xV 1+ y? dx+yV 1+ x? dy —0. 
Réponse. VWVi+r?+V 1+1y2=C 


z dy y dx 
421. Vie MUR er =(. 
Réponse. (1—Y 1— 2x2?) (1— V1 — y?) = Cay. 
422. y +sin(r+y)=sin(x—y). 


Réponse. 2sinx+ In | te © | =. 
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423. yy' = —2x-secy. 

Réponse. x?+ysiny+cosy=C. 

&24. y —e*tv+ex-v, Conditions initiales: y (0) = 0. 

Réponse. y =]ntg (+5 Â ; 

425. y —sh(x+y)+sh(r—y). 

Réponse. y—Intg(chz+cC). 

426. y=1/ = 

Réponse. y—a:sin (arcsin _ + C) : 

Nota. On peut écrire la réponse sous la forme de y a2—1?— 
— TL V'a2—y?— Ci. 


dr dy je jp ; . 
427. Den 0 Conditions initiales: y(1)=1. 


a2— 72 ‘ 


Réponse. x+y+2lnzxz—In y—2. 
428. zx(y$+1)dr+uy?(x*+1)dy—0. Conditions initiales: 
y(0)= 1. 


Réponse. 3 arctg x? + 2 arctg y° — _. | 


29. (Va-VD&+(Va+V Dane | 
Réponse. z+y—2Vz+2Vy+2n|(Vz+1)(Vy—1) | =: 
430. ER TTRE = 0. Conditions initiales : y(+) = (,. 
Réponse. V 2sinx+sin y—cos y = 0. 

r __ Cosy—sin y—À 
451. y | cosz—sinr+1" 
Réponse. t@#+=C(ier+1) (1—te +). 

&+ y? _. 3y+2 » 

se Va+azt13 2+1°° 


Réponse. + In (y? + 4) + arctg _ = 1? +4r+13— 


—In(z+2+V22+4r+13)+0C. 
433. sec? z-tg y dx + sec? y-tg x dy —0. (Conditions initiales : 


I __ T 
v()=+. 

Réponse. tgz-tgy=1. 

434. 5e* te y dx + (1 —e*) sec? y dy — 0. 

Réponse. y = arctg C (1 — e*}. 

435. Déterminer la courbe dont le segment de la tangente compris 
entre les axes de coordonnées est divisé en deux parties égales par le 
point de tangence. 


Réponse. y = = 


138 EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES [CH. IV 


436. La vitesse de dévalorisation d’un équipement par suite de 
l'usure’ de celui-ci est proportionnelle à chaque moment donné à son 
coût réel. Le coût initial étant À,, dire quelle sera la valeur de l’équi- 
pement après & ans ? 

Réponse. A; — Aoe*!. 

437. Une matière quelconque se transforme en une autre à une 
vitesse proportionnelle à la quantité de matière non transformée. 
On connaît qu’à l’écoulement d’une heure la quantité de la première 
matière est de 31,4 g et qu’au bout de trois heures il en reste 9,7 g. 
Déterminer : 

1) la quantité de matière que l’on avait au début du processus; 

2) en combien de temps après le début du processus il restera 1% 
de la quantité d'origine. 

Réponse. 1) = 56,5 g, 2) = 7,84 h. 

438. Un réservoir cylindrique de longueur 6 m et de diamètre 
& m est placé horizontalement. En combien de temps le réservoir 
sera-t-il vide si l’orifice de rayon 1/12 m se situe au niveau de la plus 
basse des génératrices du cylindre ? 

Réponse. = 18,4 mn. 

439. Un entonnoir conique d'orifice w cm° et d'angle au sommet 
du cône 2a est rempli d’eau jusqu’au niveau de À cm au-dessus de 
l’orifice. Trouver la dépendance entre la hauteur variable du niveau 
de l’eau À dans l’entonnoir et le temps d’écoulement f. Calculer le 
temps d'écoulement total. Calculer ce temps pour © = 0,1 cm°, « — 
— 45°, H = 20 cm. 


Réponse. t=— roue (HE he]: 


9 où V/ 2g 
__2 ntg?a 


= L HS? L 844 sx 14,1 mn. 
Oo |/ 2g 


440. Déterminer le temps pendant lequel toute l’eau s’écoulera 


d’un entonnoir conique si l’on connaît que celui-ci se vide à moitié 
en 2 mn. 


Réponse. = 4,6 mn. 


3. Equations différentielles homogènes. Une équation de la forme 
P (x, y)dr + Q (x, y)dy=0esta pelée homogène si P (zx, y) et Q (zx, y) sont 
des fonctions homogènes du même degré. On dit que la fonction f (zx, y) est une 
fonction homogène de degré m si 


f (Az, y) = An (2, y). 
Une équation homogène peut être ramenée à la forme y’ = f (+ . La subs- 


titution y = tr ramène cette équation à une équation à variables séparables 
par rapport à la nouvelle fonction inconnue t. 


441. Trouver l'intégrale générale de l'équation 


(x? + 2xy) dx + xy dy = 0. 
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Solution. Dans l'équation donnée, P(x, y) = 1° + 2xzy 
et Q (x, y) = xy. Les deux fonctions sont des fonctions homogènes 
du second degré. Faisons la substitution y = tx, d'où dy = x dt + 
+ t dx. Alors l’équation prend la forme 


(x? + 2x°t) dr + tx° (x dt + idx) = 0, 
(x? + 2r2°t + fx?) dx + trdt = 0. 


En séparant les variables et en intégrant, on trouve successivement : 


dx t dt dx , tdt hp. 
teens fe rc: 


transformons la seconde intégrale : 


t+i—1 
In|z|+ | =, 


ou 


ou 


1 
Infz|+lin|t+1 Pres 
En revenant à l’ancienne fonction inconnue y (:— 4) , on trouve la 
réponse finale : 


Infz+y|l+—==c. 


x Ty 


442. Trouver la solution particulière de l'équation y = + 


+ sin _ pour les conditions initiales y (1) = Ts. 


Solution. En faisant la substitution _. = {;, y = tx, dy = 
— x dt + t dx, on obtient l'équation x dt + t dx = (t + sin t) dx, 
ou x dt — sin t dx; séparons les variables: 
dde 


sin f z 


En intégrant, on trouve In | tg 


= In|[z|+lncC, d'où = 
— arctg Cr. En faisant le remplacement inverse (4 = 4) , On trouve 
la solution générale de l’équation initiale y = 2 x arctg Cz. 
Substituons les conditions initiales données: += 2 arctgC, 
d’où C — 1. La solution particulière cherchée est 
y = 2x - arctg x. 


443. Trouver une courbe passant par le point À (0; 1) telle que 
le triangle formé par l'axe Oy, la tangente à la courbe en un point 
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quelconque de celle-ci et le rayon vecteur du point de tangence soit 
un triangle isocèle dont la base est représentée par le segment de la 
tangente compris entre le point de tangence et l'axe Oy. 
Solution. Soit y = f (x) l'équation de la courbe cherchée. 
Traçons une tangente MN en un point quelconque de la courbe 
M (x; y) jusqu’à l'intersection avec l’axe Oy au point NW (fig. 31). 


Fig. 31 


L'égalité ON — OM doit être valable alors; mais OM — 


= V2 + y?; à partir de l'équation de la tangente Ÿ — y = y'(X — 
— zx) on trouve, en posant X — 0: 


Y = ON = y — zxy. 
On obtient une équation homogène 
Va + = y — y. 
En posant y — tx, après changement et séparation des varia- 
bles, on obtient l’équation 
dt dx É 


V1+8 - 


d'où l'on tire 


In(i+V1+#)=InC—Inz, 


2? = C(C — 2y) 


(famille de paraboles d’axe Oy). 

En substituant les coordonnées du point À dans la solution géné- 
rale trouvée on obtient 0 = C (C — 2); des deux valeurs de C (C — 
— 0 et C = 2) n’est valable que la seconde du fait que, pour C = 0. 
la parabole dégénère en l’axe Oy. 

Aïnsi donc, la courbe cherchée est la parabole 


T° = 4 (1 — y), 


ou 
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ou 
y = À — Le : 

444. Trouver la forme d’un miroir concentrant en un point tous 
les rayons parallèles. 

Solution. Ilest évident que le miroir doit présenter la for- 
me d’une surface de révolution dont l'axe est parallèle à la direc- 
tion des rayons incidents. Prenons en 
qualité d’un tel axe l’axe Ox et trou- 
vons l'équation de la courbe y = f (x) 
dont la rotation autour de l'axe Ox 
forme la surface cherchée. 

Plaçons l’origine des coordonnées au 
point où sont concentrés les rayons 
réfléchis. Désignons le rayon inci- 
dent par KM,et le rayon réfléchi par 
MO (fig. 32). Traçons la tangente TT, 
et la normale MN au point M de la 
courbe cherchée. Alors le triangle OMT 
est un triangle isocèle de sommet au 
point © (du fait que / OMT — 
= /Z KMT,=/OTM=a). D'où0M— 
— OT, où OM =V x + y, OT — 


Fig. 32 
= —2+ +. 

(A partir de l'équation de la tangente Ÿ — y — y" (X — x), 
on trouve, en posant Ÿ —0: X = T7: d'où OT =|XI|— 
= Er Que TL; 

y 


Ainsi donc, on a l’équation différentielle 
Va+p= rt où (r+ Va +) y. 
En multipliant par dr, recopions l'équation sous la forme 


(z+V + y?) dy —y dx = 0. 


Cette équation différentielle est homogène. Pour effectuer son 
intégration, il est utile d'effectuer la substitution z = ty, en pre- 
nant y pour variable, x (et t) étant des fonctions inconnues de cette 
variable. On aura alors 


(VER + y + ty) dy — y(t dy + y dt) = 0, 


ou 


VE + Tdy—ydt = 0. 
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Séparons les variables et intégrons: 
& _ à 


— — LV 2 
y ré Iny=in(t+V/1+#)+Inc. 


On en déduit y=C (4 + V 1 + t°) ou, en revenant aux variables 
initiales x et y, | 


D — 2 
z+VPF =. 
Après simplification, on trouve la solution définitive sous la forme 
y2=2C (2+—). 


La courbe cherchée est une parabole, alors que le miroir a la for- 
me d’un. paraboloïde de révolution. 

445. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de para- 
boles x — ay? (a est le paramètre de la famille). 

Solution. On appelle trajectoires orthogonales d’une famille 
de courbes donnée les courbes d’une autre famille telles que chacune 
d’elles coupe chacune des courbes de la première famille à angle 
droit. l 

Si F (x, y, a) = 0 est l'équation de la famille donnée, alors, pour 
la recherche des trajectoires orthogonales, il faut : 

4) former l'équation différentielle de la famille de courbes don- 


née 
f(&, y, y) = 0; 
2) en appliquant la condition d'orthogonalité (y; yrr = —1), 
remplacer dans cette équation différentielle y’ Par ——7 ; 
3) intégrer l’équation obtenue 


Î (z, y, ——+) — (0. 


Pour résoudre le problème en question, différentions l’équation 
de la famille de paraboles donnée. On obtient : 1 = 2ayy’. En éli- 
minant le paramètre a de la famille entre les équations zx = ay° et 
1 = 2ayy', on trouve l'équation différentielle de la famille de para- 


boles donnée : 2x7’ — y. Remplaçons y’ par  _- et l'on obtient 
l'équation différentielle de la famille de trajectoires orthogonales : 
2x + yy' = 0, ou 2x dx + y dy = 0. 


En intégrant l'équation obtenue, on trouve l’équation de la 
famille de trajectoires orthogonales : 


1 22 y2 
2 VPER ÉcRE —— — 
+ y=0C, où + 1. 
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Ainsi donc, les trajectoires orthogonales de la famille de para- 
boles donnée sont des ellipses semblables dont le demi-grand axe 


(vertical) est V2 fois plus grand que le demi-petit axe. 
Résoudre les équations: 


446. x-sin y +z=ysin — 


y 
COS — 
Réponse. Cr—=e *. 


447. Ty + y? — (2x° + zy)y". 
ELA 

Réponse. y? =Czre *. 

448. zy'en£=z+yni. 


Réponse. mr=+ (Int —1) +C. 


449. zyy' = y? + 27°. 
Réponse. y? — 41? ]nCz. 


450. xy—y—=x:. te+ . Conditions initiales: y(1) — _. ; 
Réponse. y —zx:arcsin x. 
lon J 
451. y — = + cos + 
Réponse. 1 +sin _ = Cz:. cos + ; 
452. y =4+TL+ (2) . Conditions initiales: y (1) = 2. 
T T 
’ y JT 
Réponse. arctg 3 —2 In|x| =— 
453. (2? + y?) dx — zy dy = 0. 
Réponse. y? =zx?.1n Czz2. 
’ _T+y 
454. U = 
Réponse. arctg _ =InCV +. 
455. xy" = xev/*+Ly. Conditions initiales: y (1) —0. 


Réponse... y= —zx-In|{—Inx|. 
’ TZ 
456. TU HT arcte(y/2)° 


Réponse. _ ‘arctg + —=InC.Vr+y?, 
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457. (24 + Gr? + y) dr + 4xy (x2 + y?) dy —0. Conditions initiales : 
y (1) =0. 
Réponse. x + 1023y? + 5zyt — 1. 


458. zy —2(y—V zy). 
Réponse. 16zy = (y +4x—Czx2}?. 


0 > 9 
459. By sin dr + (y—3x-sin T dy =0. 


Réponse. In|y| —cos Æ =C, 


460. Trouver une courbe telle que le produit de l’abscisse de 
n'importe quel de ses points par le segment déterminé sur l’axe Oz 
par la normale soit le double du carré de la distance de ce point à 
l’origine des coordonnées. 

Réponse. y = +rV C?r? — 1 

461. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de cir- 
conférences (x — 1)? + (y — 1)? — R?. 

Réponse. y—1—=C(xz — 1). 

4. Equations différentielles se ramenanf aux équations homogènes. Les équa- 
tions de la forme 

W=f (sue) 
a2z + boy + co 
se ramènent, pour a1ba — a°b1 = 0, aux équations homogènes en faisant la substi- 
tution zx = u + «, y = v + B, où («; B) est le point d’intersection des droites 
ax + by + ce, = 0 et az + boy + co = 0. 

Si quand même ab, — ab, = 0, alors la substitution ax + b,y — t permet 

de séparer les variables. 


462. Trouver l'intégrale générale de l'équation 
(2x + y + 1) dr + (x + 2y — 1) dy = 0. 
Solution. L'équation appartient au premier type, car y” = 
9 

— it et — 3 0. On trouve le point d’intersection 
des droites 2x + y + 1 = 0 et x +2y —1—=0: x = à = —1; 
(7 — B == 4. 

Réalisons un changement .de variables dans l’équation initiale 
en posant z=u+t+a—u—1Â1, y=v+f$=v<+1; dx = du, 
dy —= dv. L'équation se ramène à la forme 


(Qu + v) du + (u + 2v) du = 0. 


Dans l'équation homogène obtenue on pose v = ut, d’où il vient 
dv = u dt + t du; on obtient ainsi l'équation à variables séparables 


2@+t+1)u du + u? (1 + 2r) dt =0, 
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dont l'intégrale générale est u V/ £? + & + 1 = C, ou (après la subs- 
titution ét — _ et l'élévation au carré) 


u? + uv + v? = C?. 


En revenant aux anciennes variables x et y (u = x + 1, v — 


— y — Î), on trouve, après quelques transformations élémentaires, 
l'intégrale générale de l’équation initiale 


+ y + ay +z— y = Ci. 


(Dans ce cas, on a posé C, = C*? — 1.) 
463. Trouver l'intégrale générale de l'équation 


(x + y +2) dx + (2 + 2y — 1) dy = 0. 


Solution. L'équation appartient au second type, car É = 
— (0. Aussi pose-t-on y + x = t, dy — dt — dx. L'équation donnée 
prendra alors la forme (£ + 2) dx + (21 — 1) (dt — dx) = 0, ou 


(3 — 1) dx + (2t — 1) dt = 0. En séparant les variables et en inté- 
grant, on obtient 
[3 a+ fdr=C, où —2—5m|t—8|+7=—C. 


En revenant aux anciennes variables (£ = x + y), on trouve la ré- 
ponse définitive : 


z+2y+SIn|z+y—-3|=C. 
Résoudre les équations : 


464. 2 (x + y) dy + (3x + 3y — 1) dr —0. Conditions initia- 
les: y (0) = 2 


Réponse. 8x + 2y —4 +2In|r+y—1 . 

465. (x — 2y + 3) dy + (2x + y — 1) dx = 0. 

Réponse. 2°? + zy — y? — x + 3y = C. 

466. (x — y + 4) dy + (x + y — 2) dr = 0. 

Réponse. x? + 2xy — y? — 4x + 8y = C. 

467. Trouver la courbe intégrale de l’équation y’ — _ = — , Pas- 
sant par le point À (1: 1). 

Réponse. 2? — y? + 2ry — 4x + 8y — 6 = 0. 


0. 


5. Equations aux différentielles totales. L'équation différentielle 
P (x, y) dr + Q (x, y) dy = 0, 
où = T, est appelée équation aux différentielles totales, c'est-à-dire que le 


premier membre de cette équation est la différentielle totale d’une certaine fonc- 
tion u (x, y). Si l'on transcrit cette équation sous la forme du = 0, alors sa 
solution générale sera donnée par l'égalité u = C. La fonction «u (x, y) peut être 


10—079 
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trouvée d'après la formule 


x U 
u— | P (x, y) dr | Q(x0, 2) dy. 
x Vo 
Dans ces conditions, les bornes inférieures des intégrales x, et y, de cette 
dernière formule sont des valeurs arbitraires: leur choix est tributaire de l'uni- 


que condition qui consiste en ce que les intégrales du deuxième membre de cette 
formule doivent avoir un sens (c’est-à-dire qu'elles ne doivent pas être des inté- 


Q 


grales divergentes impropres de seconde espèce). Si la condition = n'est 
T 


pas satisfaite, alors, dans certains cas, on peut ramener l’équation examinée 
au type indiqué en la pans par un facteur dit facteur intégrant qui, dans le 
cas général, sera fonction de x et y: u (x, y). Si l'équation donnée admet un 
facteur intégrant dépendant seulement de z, on calcule ce facteur d’après la 


formule 


où le rapport ———— ne doit être fonction que de r. D'une manière analo- 
gue, on calcule le facteur intégrant dépendant seulement de y d’après la formule 
ôP ÔQ 


"oy ox 
"| LL 


| Ô Ôx nt : , 
où le rapport —— ne doit être fonction que de y (l’absence dans ces 


rapports de y, dans le premier cas, et de x, dans le second, signifie que le fac- 
teur intégrant du type considéré existe). 


468. Trouver l'intégrale générale de l’équation 
(e* + y + sin y) dr + (eŸ + x + x cos y) dy = 0. 
Solution. Ici, P(x,y)=e +y+siny, Q(x, y)=e"+r+ 


+2 008y, = 1+ cosy, À —1+ cosy. 


Par conséquent, le premier membre de l'équation est la diffé- 
rentielle totale d’une certaine fonction u (x, y), c'est-à-dire que 
au _ x à ôu Ou 
= +y+siny, a —€ +z+zcosy. 


ou 


Intégrons 7 Par rapport à ZT: 


u= | (e+y+siny) dr+ C(y)=+ay+zsiny+C(y). 
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Calculons la fonction arbitraire C (y), en dérivant la dernière 
expression par rapport à y: 


= z+æ-cos y + C" (y). 
On obtient l'équation 
z+zcos y + C'(y)=z+zcosy + e?, 
d’où l’on tire 
C" (y) = er, C (y) = €. 
Ainsi donc, l'intégrale générale de l'équation est de la forme 
+ zy +zsiny+e =C. 
469. Trouver l'intégrale générale de l'équation 
(x + y — 1) dr + (et + x) dy = 0. 
+ Ici, P(xz, y=z+y—1, Q(x, y) = e + 


+ zx, _ "1,  — 1. Ainsi, la condition de la différentielle totale 


est vérifiée, c'est-à-dire que l'équation donnée est une équation aux 
différentielles totales. 
Trouvons l'intégrale générale d’après la formule 


x V 
| P(z, y) dx + | Q(%o, y)dy=cC. 
X0 yo 
En faisant zo = 0, y, = 0, on aura: 
x y 


Je. dz+ el dy = Ci, 
ou 
Ë x? + ay—z | + e 


en substituant les limites, on trouve: 


y 
= C,: 
0 1 » 


atay—rte—1=0C , ou e+ +a+zy—z=C, 
où C — C; + 4: 
470. Trouver l'intégrale générale de l'équation 


(x cos y — y sin y) dy + (x sin y + y cos y) dr = 0. 
10*- 
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Solution. On a 
P (x, y)=zsiny+ycosy, Q(x, y)=zcosy—ysiny, 

4P | 80 
“ro S u siny, 7 COS y, 

0P  àQ 

ôy Ôôr zCcOSy—ysiny 1 

Q | OzcoSy—ysiny 

Aussi, l'équation proposée admet-elle un facteur intégrant ne dépen- 
dant que de zx. Trouvons ce facteur intégrant: 


En multipliant l’équation initiale par e*, on obtient l'équation 
e* (x cos y — y sin y) dy + e* (x sin y + y cos y) dr = 0, 


qui, comme on peut s’en convaincre aisément, sera une équation aux 
différentielles totales; en effet, dans l'équation nouvellement ob- 
tenue, on a 


P; (x, y) = e (x sin y + y cos y), Q (x, y) = € (x cos y — 


— y Sin ÿ). 
D'où il vient 
dP; ô x . — po = 1 . 
on al (x sin y + y cos y)] = e” (x cos y + cos y —ysin y) ; 
Ti [er (x cos y — y sin y)] = €* [x cos y — y sin y + cos y]. 


Ces dérivées sont égales et, par conséquent, le premier membre de 
la nouvelle équation obtenue est égal à du (x, y). 
Ainsi donc, on a 


ou à 
By = (&CoSy—y sin y), 
OU _ x ; 
= —* (zsiny+ycosy). 
En intégrant la première de ces égalités par rapport à y, on ob- 
tient 
u — |e(æcosy—ysiny) dy +C(x)= 
— xe*.sin y + e“y-cos y —e"-siny+C(x). 
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Trouvons la dérivée par rapport à x de la fonction obtenue : 


2 Le. siny+re.siny—e*.siny+e*.y-cosy+ C' (x) = 


Ôx 
— e* (xsiny—+ycosy)+ C'(x). 
En comparant la valeur trouvée de = avec P(xz,y), on a 


C" (x) = 0, C'(x) = 0. 


Par conséquent, l'intégrale générale de l’équation initiale est de la 
forme 


u (x, y) = ze - siny + e* y - cosy —e* -siny=€, 
ou 
e* (x sin y + y cos y — sin y) = C. 

Résoudre les équations: 

471. (x + sin y) dx + (x cos y + sin y) dy = 0. 

Réponse. Sat xsiny—cosy =C. 

472. (y +e* - sin y) dr + (x + e* - cos y) dy = 0. 

Réponse. zy + e* - sin y = C. 

473. (xy + sin y) dz+(3+rcosy) dy —(. 

Réponse. LE éy+zsin y=C. 

474. (2x2 + y? + y) dx + (2xy + x + el) dy —0. Conditions initiales : 
y (0) =0. 

Réponse. Ta + ry +ry+ el —1. 


475. (2zye** + 1n y) dx + (ex + =} dy —0. Conditions initiales : 
y (0) = 1. 

Réponse. ye*+zliny—1. 

476. [sin y+ (1 —y) cos x] dx + [(1 + x) cos y — sin x] dy = 0. 

Réponse. (1 +zx)sin y +(1—y) sinz=C. 

477. (y+zlny) dz+(#+z+1) dy = 0. 

Réponse. r°Iny+2y(x+1)=C. 

478. (x? + sin y) dr + (1 +zxcos y) dy = 0. 

Réponse. 2° + 3y + 3xsin y =C. 

479. ye” dx + (y +e*) dy -- 0. 

Réponse. ye”* + y? =C. 
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480. (e* sin y + zx) dr + (e* cos y + y) dy — 0. 

Réponse. x? + y? + 2e* sin y = C. 

481. (ln y —5y? sin 5x) dx + (+ + 2y cos5z dy — 0. Conditions 
initiales : y (0) —e. 

Réponse. x 1n y + y? cos 5x — e?. 

482. (arc sin x + 2xy) dr + (x? + 1 + arctg y) dy = 0. 

Réponse. x arcsin x + W 1 —21?+ x?y + yarctg y—+ In (1 + y?) + 
+y=cC. 

483. (3x?y + sin x) dr + (x° — cos y) dy — 0. 

Réponse. x°y —cosx—sin y =C. 

484. (e** EL 3x?) dr + (e**! LAy$) dy —0. Conditions initiales: 
y (0) = 0. 

Réponse. e**V +xi ty —1. 

485. (tg y — y cosec? x) dr + (cig x + zx sec? y) dy = 0. 

Réponse. xtgy+tyctgrz—cC. 


486. (Cv) do+ (e—2 2) dy 0. 


Réponse. arctig e — zy +e! =C. 


Intégrer les équations ci-dessous admettant un facteur intégrant 
ne dépendant que de x ou de y. 


487. ydzx—xdy+linzdr—0(u=œp(x)). 

Réponse. y=Cr—inz—{fu-+). 

488. (x2cos x —y) dr + x dy —0(u = (x)). 

Réponse y=z(C—sinz) (u=+). 

489. y dr —(x+ y?) dy —0(u = (y). 

Réponse. x—=y(C+y) (u=+). 

490. yV1—vdr+(x ED ne nte (a = p (y). 


Réponse. zy—V 1—y?=C =): 


491. Montrer que l'équation 
P (x, y) dd +Q(x, y) dy = 0, 


qui est à la fois une équation homogène et une équation aux diffé- 
rentielles totales, admet l’intégrale générale 


P-:z2+Q:y=c. 
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Indication. Appliquer le théorème d’Euler sur les fonctions 
homogènes d'après lequel 


ôP 4P 
tu ct P (x, y), 


où t est l'indice d'homogénéité des fonctions P (x, y) et Q (x, y). 


6. Equations différentielles linéaires du premier ordre. Equations de Ber- 
noulli. Une équation de la forme 


y + P(y=Q(:) 


est dite linéaire (y ot y’ sont au premier degré sans être multipliées l’une par 
l’autre). Si Q (x) + 0, l'équation est appelée équation linéaire non homogène; 
lorsque © (x) = 0, on dit que c’est une équation linéaire homogène. 

La solution générale d’une équation homogène est aisément obtenue au 
moyen de la séparation des variables; en séparant les variables dans l'équation 


’ 


y" + P (x) y = 0, on trouve successivement: 


pars [= (ro: 
ny=— | P(és+inc, 
ou, enfin, 
di er 


où C est une constante arbitraire. 
On peut trouver la solution générale d'une équation linéaire non homogène 
à partir de la solution générale de l'équation homogène correspondante en ap- 
pliquant la méthode de Lagrange et en faisant varier la constante arbitraire, 
ue ne = \ P(x) dx 
c'est-à-dire en posant y = C(z)e ; 
de zx différentiable qui reste à déterminer. 
Pour trouver C (x), on substitue y dans l'équation initiale, ce qui donne 
l'équation 


où C (x) est une certaine fonction 


— | P(x)d 
C'(z)e Î Le FæQ(s). 
D'où il vient 

(x) d 


c= (0 ie 


où C est une constante arbitraire. La solution générale de l’équation non homo- 
gène sera alors de la forme 


5 Pix) dx CS à a Ent c | 


_Les équations linéaires du premier ordre peuvent être également intégrées 
suivant la méthode de Bernoulli qui consiste en ce qui suit. En posant y = uv, 
où u et v sont deux fonctions inconnues, on met l'équation initiale sous la forme 


u'u= uv" + P(r)uv = Q (x), 


u{v’ + P (x) v] + vu’ = Q (x). 


ou 
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En partant du fait que l’une des fonctions inconnues (par exemple v) peut 
être choisie d'une façon arbitraire (on sait que ce n’est que le produit uv qui 
doit vérifier l'équation initiale), on prend pour v nimporte quelle 
solution particulière de l'équation v’ + P (x) v = 0 (par exemple 
- | P(x) dx 
v—e . ), solution qui rend donc égal à zéro le coefficient de uw dans la 
dernière équation. 


L'équation précédente se mettra alors sous la forme 


Q() 
V 


P(x) dx 


=Q(x)e , 


vu'=Q (x), ou u’=— 
d’où l’on tire u: 
| P(xYax 


u=c+ (otre dz. 


En multipliant u par v, on trouve, pour la solution de l’équation initiale, l’ex- 
pression précédente: 


Fr do à 7. . PRE etc]. 


Une équation (non linéaire) de la forme 
y + P(x)y=Q(x)7y, 


où m=Æ0, m 1, est appelée équation de Bernoulli. Celle-ci peut être mise 
sous la forme d’une équation linéaire par remplacement de la fonction inconnue 
à l’aide de la substitution z = y!-m. Par suite, l’équation initiale se ramène 
à la forme 


z'+P(x)z=Q (zx). 


1— 7m 


En intégrant des équations de Bernoulli concrètes, il n'est pas nécessaire 
de les mettre au préalable sous forme d'équations linéaires, car il suffit i 
pliquer directement soit la méthode de Bernoulli, soit celle de variation de la 
constante arbitraire. 


492. Intégrer l'équation y’ cos°x + y = tg x, les conditions ini- 
tiales étant y (0) = 0. 

Solution. Intégrons l’équation homogène correspondante 
y'cos? x + y — 0, en séparant les variables: 


dr 
cos? z 


Eu 
y : 


—=0, Iny+tegrz—InC, y—Ce-tex. 


Cherchons la solution de l’équation non homogène initiale sous 
la forme de y=C(r)e-t@*, où C(x) est une fonction inconnue. En 
substituant dans l’équation initiale y—C(z)e-t®xety —=C'(r)e-t8*— 
— C(x)e-t8x sec? x, on obtient l'équation 


cos? xC'(x)e-tex — C(x) e-tex sec? x cos x + C (x)e-tE* =tg zx, 
OU 


C'(x)cos re-tEx = tgz, 
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d’où l’on tire 
__ ('ettxtgz ste 
ca= | ss -dx=ete*(igz—1)+C. 
Ainsi donc, on obtient la solution générale de l'équation donnée 
y = tgz —1+Ce-tex. 


En s'adressant aux conditions initiales y (0) = 0, on trouve la 
constante arbitraire € : 0 — —1 + C, d’où C = 1. 
Par conséquent, la solution particulière cherchée est 


y = tg zx — 1 +e-tex, 


493. Intégrer l'équation y’ — y th x = ch°r. 

Solution. C’est une équation linéaire. Résolvons-le par la 
méthode de Bernoulli. En posant y — uv, on obtient u'v + v'u — 
— uv thx = ch?r, ou u (v’ — v th x) + u'v = ch°x. Posons v' — 
— vth x = 0, d'où LL ARR th z dx; en intégrant, on trouve : In v = 
= ]n ch x, ou v = ch x (on n'introduit pas la constante d'intégra- 
tion, car il nous suffit de trouver une solution particulière quel- 
conque de cette équation auxiliaire). 

Pour déterminer u, on a l'équation u’v = ch°?x ou u'ch x = ch°x, 


d'où l’on trouve u— | chzdr=shzxzt+c. 
En multipliant w par v, on trouve la solution générale 
y = ch z(sh x + C). 
494. Intégrer l'équation 


’ C2 DES ‘ 
y + 12 = arc Sin TZ + x. 


Solution. Intégrons l’équation homogène correspondante : 


? Ty 
y +45 =0, 
CET 


y __  1—z:2? 
ou 
ny=+in(i—z)+Inc, 


c'est-à-dire y—CV1—22. Posons maintenant y=C(x) V 1—x2: 


0 1200. 
=CVi- 
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et après substitution dans l'équation non homogène initiale, on 
trouve : 


c'e + 


Y£e— HR = C(x)V1—zx=arcsinr+z 


D'où l’on tire 


C'(a)= SRE + 


En intégrant, on trouve C ad 
C(x)= | EE arc > sin z 


Ainsi donc, la ri pr de l’équation donnée est de la 
forme 


T 
V 1-22 


= : (arcsinz)—V1—22+0C. 


y=V 1— 7x a|+( (arc sin x)” —V1=#+c| 


495. Résoudre l'équation y’ +I in 


Solution. C'est l'é ccuation de Bernoulli. Intégrons-la par 
la méthode de variation de la constante arbitraire. Pour ce faire, 
intégrons d’abord l'équation linéaire homogène intéressée 


y ++=0, 


dont la solution est y=—, 


Cherchons la solution de l'équation de Bernoulli initiale, en 
posant 


C (x) y'= C'{x) . C(x) 


y = z Ÿ z xè 8 
La substitution de y et y’ dans l’équation initiale donne: 
C'{) _C a rc A = C(x) 74 
z ee | & #| z | ? 


ou 
C'(z) __ [IC ()}* 
Z 
Intégrons l'équation obtenue 
dC'(z) de 
[CG z 


d'où l’on tire 
{ 


—3çap—Imz—Inc, 
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ou 


C'(x) = 


ane 


Ainsi donc, la solution générale de l’équation initiale est 
C _C(z) 1 


T7 + 
:V 31n — 
496. Intégrer l’équation 


224 y Vu 
ÿ 1e V'1+z2 


Solution. C’est aussi l’équation de Bernoulli. Intégrons-la 
par la méthode de Bernoulli et pour ce faire, posons y — uv. En 
substituant y — uv, y’ — u’v + uv’ dans l'équation initiale, on 
fait grouper les termes contenant uv au premier degré: 


y— 


arc (gx. 


’ , 2 uv 
u'v+u (v 7) =4 AE arc tg x. 


Prenons v pour une solution particulière quelconque de l’équa- 
tion 


, 2rv 
UV En = (0. 
En séparant les variables dans cette dernière, on trouve 
dv _ 2x dr 
v  _ 1Â<+zr2 ? 


d’où Inv—In(1 + zx), ou v — 1 + x° (sans introduire la cons- 
tante). 
Pour trouver u, on a l'équation 


UV = 4 ———— Vu ——— arc tgx, 
V'i+x 
ou (du fait que v = 1 + z°) 
FES &V/uarctez 
où 1+x2 1 


Séparons les variables et intégrons 


du  2Zarctgz 
2Vu 1 + 22 


Ainsi donc, 


dr; Vu=arctg x +C. 


u = (arctg* x + C}° 
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et 
y = uv = (1 + x?) (arctg? x + C}ÿ° 


est la solution générale de l’équation initiale. 

497. Intégrer l'équation y — xy” + y’ In y. 

Solution. On peut aisément intégrer cette équation em 
inversant les rôles de x et de y, c’est-à-dire en prenant y pour varia- 
ble et x en qualité de fonction inconnue. Pour ce faire, il faut seule- 
ment (en appliquant la formule de dérivation d’une fonction inverse} 


poser Yyx — AL 
# e V # + *“ Lé e e 
L'équation donnée se ramène à l'équation suivante 
Yty = x + my. 
C'est une équation linéaire par rapport à x. Intégrons l’équation 


homogène correspondante yxz’ = x: 
ee. d'où z—Cy. 
z y 
Cherchons la solution de l’équation non homogène initiale, en 
posant x = C'(y)y, d'où x, = C” (y) y + C (y). On obtient par 
substitution dans l'équation 


C" (y) + C'(y) y = C (y) y + In y, 
d’où 


, l 1+1 
C'O= RE, Cp=C- 
En multipliant C (y) par y, on trouve la solution de l'équation 
initiale 
= Cy—1—Iny. 
498. Intégrer l'équation 


(x Iny —zx)y" = y. 
Solution. Cette équation se prête aisément à l'intégration 
à l’aide de la transformation précédente. En prenant y pour varia- 
ble et x pour fonction inconnue, on ramène cette équation à la 
forme x° In y — x — yzx’ ou yz’ + x = x° In y. C’est une équation 
de Bernoulli par rapport à x. 
En intégrant l’équation linéaire homogène correspondante 


yz' +z=0, 
C 
on trouve z — ra 


Posons dans l'équation initiale x =, d'où z' = UM _ 


_ —E ; on obtient l'équation ci-dessous servant à calculer C (y): 


, C C C (y)? 
C'(y)— w dE _ _ ul ln 


? 
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ou 
, C(YP21 
C (y) = [ me n y ; 
Séparons les variables et intégrons: 
dC(y) __Iny 
[C2 2 
d'où il vient 
1 In 1 


TT TI CYR EE 

En multipliant C (y) par —., on trouve la solution générale de 
d'équation initiale 

1 
F—Iny+i—Cy 

Résoudre les équations : 

499. xzy" — y — x? cos x. 

Réponse. y=zx(sinxz+C). 

500. y’ + 2xy = xe-*?. 

Réponse. y =e”-*. (5#+ C) L 


501. y'cosx + y — 1 —sin x. 


Réponse. y= EE. 
502. y +— y = Se Conditions initiales: y(1)-:0. 
Réponse. jh, 


zx! 

503. (1+ 1?) y + y—arctex. 

Réponse. y—arctgr—1+Ce-arctex, 

504. y'V 1— 2? +y—arcsinr. Conditions initiales : y (0) = 0. 
Réponse. y—e-arcsinx_Earcsinxz— 1. 


ns y 2 2 ie 
505. y = COs? x In tg =. 


Réponse. y=--tg . (++ sin 2x +- C) 1 


is 
2 


506. y’ — ——=zin x. Conditions initiales : y (e) — 


e2. 
Ré L 2 
éponse. y= TT In zx. 


507. y'sinx—ycosx —1. Conditions initiales: y (=) = (. 
Réponse. y — —cos x. 
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508. y” (x + y?) = y. 
Indication. Prendre x pour fonction inconnue. 
Réponse. x = Cy + y°. 


509. y’ + y tg 8x — sin 6r. Conditions initiales: y (0) = +. 


Réponse. y = cos 3x (1 — + cos 8x) : 

510. (2xzy + 3)dy — y°dx = 0. 

Indication. Prendre x pour fonction inconnue. 
Réponse. x — CP. 


511. (y + 2x) y' = y. 


Indication. Prendre x pour fonction inconnue. 


Réponse. x = Cy?+ un : 
512. y'+ = rap. 


Réponse. y- 13 — Cx?13 — : F, 
’ RE 
SA er rer 
z—1 


Réponse. y — ee 


TZ 


514. y + 2Vi 


COS? x ? 
Réponse. yl/2—tgx— = 
515. 4xy' + 3y— — ex yf. 
Réponse. y "—=2x*(e"+C). 

1 
916. y'+ y=e? y. Conditions initiales : y (0)=<+. 

à - 1 2 

Réponse. y = e* (5 e* +1) ; 
3r2y 
zs+1 


? sec z 
Réponse. y — HT. 


518. y dr +(x+ zx?y?) dy — 0. 
Indication. Prendre x pour fonction inconnue. 


517. y’ + =y2(2x$ + A{)sinx. Conditions initiales : y (0) = 1. 


_ 1. 
éponse. 1=- TT 
519. y'— 2y tgz+ y? sin? x —0. 
sec? z 


Réponse. U = Tgz—z+0C ° 
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920. (y? + 2y + z°) y + 2x = 0. Conditions initiales: y (1) — 
= (. 
Indication. Prendre z pour fonction inconnue. 
Réponse. x? + y® = e”Ÿ. 
7. Equations de la forme x —œ(y') et 7 —@(y'). Ces équations se prêtent 
aisément à l'intégration sous forme paramétrique, si l’on pose y’ = p et que- 
l’on prend p pour le paramètre par lequel il convient d'exprimer aussi bien z 
e y. En effet, en posant y’ = p dans l'équation x =  (y’), on obtient immé- 
iatement l'expression de x en fonction du paramètre p: zx = (p). D'où l’on. 
trouve par dilférentiation dr = q’ (p) dp; du fait que dy = y’ dr = p dx, 
on a dy = p@’ (p) dp et y est trouvé par intégration: y = | p®’ (p) dp + C. 


Aïnsi, présentée sous forme paramétrique, la solution de l'équation x — 
= (y) s'écrira: 


z=(p), 
y= | pp (p) dp+C. 


D'une manière analogue, en posant y’ = p dans l'équation y = q (y’}, 
on trouve y — (p). En différentiant y, on obtient dy = ®’ (p) dp, mais, com- 
me auparavant, dy = p dx. Ainsi donc, p dx = @q’ (p) dp, d’où il vient dr = 


2 pp) Ep et x sera trouvé par intégration: x — NICE É Dep + C. La solu- 
tion générale de l'équation y =  (y’) sera de la forme 


z—\ &(p) dp 
{ = | FREE, 


y = (p). 
Dans les deux cas, on est autorisé à éliminer, si on y parvient, le paramètre p. 
pour trouver l'intégrale générale de l'équation. 


921. Intégrer l'équation x — y’ sin y’ + cos y’. 
Solution. Posons y’ — p. Alors x — p sin p + cos p. Dif- 
férentions cette égalité: 


dx = (sin p + p cos p — sin p) dp = p cos p dp 

et substituons cette valeur de dx dans l'égalité dy = p dx: 
dy = p° cos p dp, 

c'est-à-dire 

y — | p° cos p dp = (p?— 2) sin p—2p cos p +C. 

Ainsi, on obtient la solution générale de l’équation sous forme. 
paramétrique 
ZT = P Sin D + COS D, 
en EP 


922. Intégrer l'équation y’ = arctg TE : 
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Solution. On trouve d’abord y = y'*-tg y’. Posons y” = p. 
Alors y — p’tg p. Différentions cette égalité: dy — (2p tg p + 
+ p° sec? p) dp et, par substitution de pdzx à dy, on obtient p dr — 
— p (2 tg p + p sec? p) dp, d’où, en simplifiant par p et en inté- 
grant, on trouve 


= | (Ctep+psec?p) dp= pigp—Incosp+C. 


La solution générale de l'équation proposée est de la forme 
y= p°tgp, 
z—=ptgp—lIncosp+c. 


523. Intégrer l'équation x — y’ + In y. 
Solution. Posons y’ — p. Ainsi donc, z=p<+linp; par 
différentiation on trouve 


dx — dp+Æ 
Vu le fait que dy — p dx, alors 


dy = p (dp +) =(p+1)dp. 


En intégrant, on trouve y: 


= + (p+1}+C. 


La solution générale de l’équation proposée inscrite sous forme 
paramétrique se présente comme suit 


z—=p+ilnp, 
TN 


Ici, le paramètre p est facilement éliminable ; de la seconde égalité 
on obtient p = }/2 (y —C)—1 (p > 0, d’où il vient que devant la 
racine on doit prendre le signe « plus »). En substituant l’expres- 
sion de p obtenue dans la première égalité, on trouve la solution 
générale de l’équation sous la forme suivante: 


z=V2(y—C)—-1+m[V 2(y—C)—-1]. 
Résoudre les équations: 
524. arcsin de —Ù 


Réponse. RS ne à y = (p° — Â) sin p + pcos p +C. 
929. y —ev (y — 1). 
Réponse. x—=e+c, 0 Le — 1) ou, après élimination 
de p, eb-oMG- 0 
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926. z — 2(In y — y’). 
Réponse. x-=2(Inp—p}), y—2p—p?+cC. 
527. y(1+y"2) ? = y. 


Réponse. x =— In V1+rè—1 Re le 
P V1+p? 

528. x — 2y" + 3y'*. 

Réponse. x — 2p + 3p°, y = 2p9 + p° +cC. 

529. x — y (1 + er). 

Réponse. x=p(1+er), À p+(p—p+t)e+c. 


930. x — et” (2y'? — 2y° + 1). 

Réponse. x = e*? (2p° — 2p + 1), y = e?? (2p% — 3p° + 3p — 
— 1,5) +C. 

531. y — y’ In y’. 


Réponse. r=+inp+inp+c, y = pin p. 


8. Equations de Lagrange et de Clairaut. On appelle équation de Lagrange 
une équation différentielle du premier ordre, linéaire par rapport à x et y, dont 
les coefficients sont des fonctions de y’: 


P(y)r+Q()y+R(y)= 0. 
L'équation de Lagrange s'intègre de la fagon suivante. Résolvons-la par rap- 
port à y et prenons y’ pour paramètre, en posant y’ = p: 
y = xf(p) + q (p). 


P (y') 


(Ici, on introduit les notations f (y°) = — ion: (y') = — R (y) 


9) .) En dif- 
férentiant l'équation obtenue et en substituant p dx à dy dans le premier mem- 
bre, on trouve l'équation 

pdz = f(p) dx + xf" (p) dp + Œ° (p) dp. 


Cette dernière équation est linéaire par rapport à x (en tant que fonction 
de p) et, de ce fait, se prête à l'intégration. Si sa solution est x = F (p, C), 
alors la solution générale de l'équation de Lagrange sera de la forme: 


f z=F(p, C), 
Uu=zxj(p)+q{p)=F(p, C) f(p) + (p). 
On appelle équation de Clairaut une équation de la forme 


y = 2y" + @ (y'), 
qui est un cas particulier de l'équation de Lagrange. En l'intégrant par la 
méthode indiquée, on obtient aisément la solution générale y = Cx + œ (C) 
qui définit une famille de droites dans un plan. 
Toutelois, l'équation de Clairaut admet, outre la solution générale, une 
solution singulière définissable par les équations paramétriques suivantes: 


{ z= —Q" (p), 
y= —pq" (p) + (p). 


La 


La solution singulière de l'équation de Clairaut (elle existe si go’ (p) - const) 
est l'enveloppe d'une famille de droites définies par la solution générale (en 


11—079 
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d’autres termes, la solution générale de l'équation de Clairaut est une famille de 
tangentes à la solution singulière). 

L'équation de Lagrange peut admettre elle aussi des solutions singulières 
qui, si elles existent, les tangentes communes à toutes les courbes intégrales 
définies par la solution générale. 


532. Intégrer l'équation y — xzy — et. 

Solution. C’est une équation de Clairaut. Posons y’ = p 
et recopions l’équation sous la forme y = px — eP. Différentions 
cette dernière: dy = p dx + x dp — e? dp; mais dy = p dx, d'où 
vient que la dernière équation prend la forme zx dp — e? dp = 0, 
ou (rx — e?) dp = 0. Ainsi donc, ou bien dp = 0, ou x = e?. Si l’on 
pose dp = 0, alors p = C'; en substituant cette valeur de p dans 
l'égalité y — px — e?, on trouve la solution générale de l’équation 
proposée : 


y = Cr — ec. 


Si l’on pose x = e, alors y — pe? — eP — (p — 1) eP, et l’on 
obtient la solution singulière de l’équation initiale: 


are 
y = (p — 1) e?. 


En éliminant le paramètre p (dans notre cas, p = In x), on 
trouve la solution singulière sous forme explicite : 


— z (In x — Î). 


Vérifions que l’ensemble de droites définies par la solution 
générale est une famille de tangentes à la courbe intégrale singu- 
lière. 

En différentiant la solution singulière, on trouve y’ = In x. 
L’équation de la tangente à la courbe intégrale singulière au point 
M (to Yo) loù Yo = 0 (In zo — 1)] s’écrira sous la forme 


Y — Yo = Yÿ (ZT — To) OÙ y — Zo (In ïo — 1) = In x, (x — x), 


ce qui donne, après simplification, y = zx in x, — x,. Lorsqu'on 
pose ici In x, = C, alors l’équation de la famille de tangentes à la 
courbe intégrale singulière prendra la forme y = Cx — et, c'est 
ce qu’on demandait de démontrer. ; . 

533. Intégrer l'équation y = xy" + y’. 

Solution. C’est une équation de Lagrange. On procédera 
comme précédemment, c’est-à-dire en posant y = p, ce qui donne 
y = xp? + p°. Différentions la dernière égalité: dy — p° dx + 
+ 9pzx dp + 2p dp. Après substitution dy = p dy, on obtient l’équa- 
tion p dx = p° dx + 2px dp + 2p dp. D'où, en simplifiant par p, 
on obtient une équation à variables séparables (1 — p) dr — 
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dr 2 dp 2 
= — : t Ê 
Er 1 Par intégration, on trouve 


= 2(z + 1)dp, ou 


In(z+1)=—2In|{—p|+ilnc; +=. 


En utilisant l'équation proposée y = p° (x + 1), on trouve y: 


_ CP 
TG: 


La simplification par p que nous avons effectuée peut entraîner (ce 
qui s’est produit dans notre cas) la perte de solution singulière ; en 
posant p — 0, on trouve d’après l’équation y — 0: c’est une solu- 
tion singulière de l’équation donnée. 

Ainsi donc, 


2H TE 
Cr — solution générale ; 
I pp 
y—=0 — solution singulière. 


On peut éliminer le paramètre p de la solution générale et mettre 
celle-ci sous la forme (Wy+Vr+1} =cC. 

Résoudre les équations: 

534. y = zy' + V/ b? + a?y'2. 

Réponse. Solution générale: y = Cx + / b? + a°C=. 


gp ———YP 
: : a V b2+ ap? x? y? 
Solution singulière : 2 où +=. 
OVER 


y 1 
535. L— TE : 


Réponse. Solution générale: y—Cr— 


Fr 
T= — - , 

Solution singulière : . ou y? — — 4x. 
VE | p° 


536. y—xy +y —y'?. 
Réponse. Solution générale : y—Cr+C(1—C): 
x—=2p—1À, 


Solution singulière : 
. y = p°, 


ou y= + (x+ 1Y. 


11% 
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1 , , 
537. y=z(—+y )+y?. 
Réponse. Solution générale: y—Cr+C?+1. 


= — 2p, r2 
ou y = 1 — z 


Solution singulière : 


y=1—p"°, 
938. 2y(y' +1) — xy'2. 
_ z—=C(p+1), &—C? 
Réponse. Solution générale :- C OÙ Yy=— 5 — 
= D D”, 
Solutions singulières : y—0, y — — 2x. 


$ 2. Equations différentielles d'ordres supérieurs 
1. Notions générales. On appelle équation différentielle du n-ième ordre 
une équation de la forme 
Fa you, y... y) = 0. 


La solution d'une telle équation est fournie par toute fonction y = q(x)n 
fois différentiable qui fait de l'équation donnée une identité, c'est-à-dire 


F{z, A (x), q” (x); q” (x), 00, po) (x)] = (. 


Le problème de Cauchy pour une telle équation consiste dans la recherche 
d'une solution de cette équation qui vérifie les conditions: pour x = xp, ÿy = ÿyo, 


Y = Ye, YO = ypti- D, OÙ To, Yor Us + + ++ Yo") sont des nombres 
donnés appelés données initiales, où conditions initiales. 
La fonction y = (zx, C1, Co, - -., Ch) sera appelée solution générale 


d’une équation différentielle du #-ième ordre donnée, si, pour un choix appro- 
prié des constantes arbitraires €, C», . .., C,, cette fonction devient la solu- 
tion de n'importe quel problème de Cauchy posé pour l'équation donnée. 

Toute solution se déduisant de la solution générale, en concrétisant les va- 
leurs des constantes C1, C2, . .., C, (et notamment, toute solution du problè- 
me de Cauchy), est dite solution particulière de cette équation. Pour séparer de 
l'ensemble de solutions d’une équation différentielle une solution particulière 
déterminée, on fait parfois appel aux ainsi appelées conditions aux limites. 
Ces conditions, dont le nombre ne doit pas être supérieur à l’ordre de l'équa- 
tion, ne sont pas données en un certain point, mais aux extrémités d'un certain 
intervalle. 11 est évident que les conditions aux limites ne sont posées que pour 
des équations d'ordre supérieur à un. 

On ne parvient à intégrer (sous forme finie) les équations différentielles du 
n-ième ordre que dans de certains cas particuliers. 


2. Equations de la forme y(")= f (x). La solution d'une pareille équation 
est obtenue en intégrant n fois, à savoir: 


y (o, vue | 5(o) dr+ Cie fa (e)+ Cas 


yin- = | [fa (+ Cal de = fo (x) + Ci + Co, 


C C 
Y=În + + 2 +... +Cn-t+Cn, 
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où 
EE (\ {... [rt dzn. 
Nm, mr” 
n fois 
Vu que TT : EE ...sont des valeurs constantes, la solution 


générale peut aussi être mise sous la forme suivante: 
y=În (x) + Cax li Con + sr r EC 


539. Trouver la solution particulière de l’équation y” — xe 
vérifiant les conditions initiales y (0) — 1, y’ (0) — 0. 

Solution. Trouvons la solution générale en intégrant suc- 
cessivement l'équation donnée : 


-T 


= | re dr = —xe*—e* +C,, 


== | [— ze" —e* +Cil dr --xe" +2e + Cix+C, 

ou 
y= (x +2)e" + Cix + Co. 

Utilisons les conditions initiales : 
1=2+Cs:,; Co = —1; 
DEC CT 

Par conséquent, la solution cherchée est 

y=(z+2)e* +r—t. 


On peut trouver la même solution en utilisant immédiatement 
les conditions initiales proposées : 


y" —=y" (0) + [ ze dr =[—zxe*—e "| = —xe*—e* +1: 
0 


y=y(0)+ | [—xe*—e"+1]dr=— 
0 


A+ {(x+2e += (r+2)e*+r 1. 
Résoudre les équations : 
540. yiV — cos? x. Conditions initiales : y (0) = ; y" (0) — 0, 


L/1 Î LU 


Réponse. y = _. E* ++ _. cos 2x. 
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941. y” = xsinzxz. Conditions initiales: y (0) — 0, y’ (0) = O, 
y" (0) = 2. 

Réponse. y—zxcosz—3sinx+zr?+2r. 

542. y” sin‘x=sin 27. 

Réponse. y—Insinzxz+ - Cyr? + Cox + Ca. 

943. y” — 2 sin xcos? x —sin* x. 

Réponse. y — - sin? x + Cix + Co. 

944. y” — re *. Conditions initiales : y (0) — O, y’ (0) — 2, y” (0) — 2. 

Réponse. y—= —(r+3)e + 27 + 3. 

3. Equations différentielles ne contenant pas la fonction cherchée, c'est-à- 
dire équations de la forme 

Fe, np), +0, gt) 0, 


On peut abaisser l’ordre d'une telle équation en prenant comme nouvelle fonc- 
tion inconnue la dérivée inférieure de l'équation donnée, c'est-à-dire en posant 
y(k) = z. On obtient alors l'équation 


F (z,2,23,..., 200) = 0. 
Ainsi donc, l'ordre de l'équation baisse de k unités. 


949. Trouver la solution générale de l'équation xzy”=y"’In _ 


Solution. Posons y —z. L’équation prendra la forme zxz° — 
A FA 2 . . ? . 
=Zln —, Ou 2'= —in —5; ainsi, On a obtenu une équation homo- 


gène du premier ordre. En posant + =t, d'où z=—tr, 2'=t'r+t, 


on obtient l'équation f'r+t—=tlnt, ou  —- En  inté- 
grant, on trouve In (Int—1)—inx+InC;, ou Int—1=—C;xr, d'où 
t—et+Cix: en revenant à la variable y, on obtient l'équation y — 
— xel+Cix, D'où il vient 


Î 1 
= 1+Cix dr =: 1+Cix  e1-+Cix | 
y | ze ax c; ze 7 e + Co 


546. Un corps de masse m tombe verticalement d'une certaine 
altitude, sa vitesse initiale étant nulle. Pendant la chute, le corps 
rencontre la résistance de l’air qui est proportionnelle au carré de la 
vitesse de chute. Trouver la loi du mouvement du corps. 

Solution. Introduisons les notations: s est l’espace par- 


ds . d?s / 
COUrU ; LV — _ est la vitesse de chute du corps ; w — ne est l'accé- 
lération. Le corps subit l'action des forces suivantes: P = mg 


(agissant dans le sens du mouvement) qui représente son propre 
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2 À : 
poids ; F = ku? = k (+) (agissant dans le sens contraire du mouve- 
ment) qui est la résistance opposée par l'air. 

En vertu de la seconde loi de Newton, on obtient l'équation 


différentielle du mouvement du corps suivante : 
muw = P — kv?, 


ou 
m ES = mg—k (+ ° 
dtè — £ Fr) : 
Utilisons les conditions initiales: si t—0, alors s—0, 
d 0 « e Led e 
v—=—0. En substituant v ie, recopions l'équation sous la 
dt at P q 
forme 
COR 
DE mn 2: 
_. d k — 
d'où, en posant = o?, on a — 7 — dt. En intégrant, on 
trouve (v< a): 
1 a+v k 
37 | a—v = dCi 
Si t--0, alors v—0, d'où C{—0. Donc, 
1 
a+v 2ak 
In a . 
D'où 
ah, ak, _"h, 
e —1 7 é ak 
v--a TR, = q 0h. un —<ath—t1 
em +1 em Le M 
.. ak D k ke : 
Mais = Ce ET en substituant & à v, on arrive, 


pour la détermination de s, à l'équation 
ds … "kg 
a =othy 
d’où, en intégrant, on trouve s: 
am kg Dm À 
s=V alnch}/ Æt+C= inch —t+ Ca. 
Vu que s — 0 pour { = 0, on trouve C, — 


Donc, la loi de la chute du corps, lorsque la résistance de l'air 
est proportionnelle au carré de la vitesse, est décrite par la formule 


Dm kg 
S — k Inch / Et, 
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la vitesse du mouvement étant donnée par la formule v = ath V'Æe. 


Th 
mg 


Ici, a — ns il est bon de réDerques que la vitesse de coute ne 


croîl pas indéfiniment, car lim v — a y À — (du fait que lim th} *e ei 


{— 0 1 — 00 
— 1), où P est le poids du corps. On notera que la vitesse de er 
atteint sa valeur limite très rapidement, ne différant de celle-ci 
que d’une valeur insignifiante. C’est ce qu’on observe dans la pra- 
tique des sauts en parachute à ouverture retardée à partir d’une grande 
altitude. 
Résoudre les équations : 


= " (| 

547. y — __— 
y'(2)= —1. 

Réponse. y — _. (3x* — 42° — 367? + 72x +8). 


948. (1— x) y"—zxy" = 2. 
Réponse. y — (arcsin x)?+ C;,arcsin x + C2. 
549. 2xy" y" —- ne a?. 


Réponse. y= + — 


— x(x— 1). Conditions initiales: y(2) — 


Er me (Cix + a?) + Cox + Ci. 

990. (1+zx°)y"Li+y2-0. 

Réponse. y — (1 + _ | In(1 +Cix) — tt Co 
1 


591. y”(zx—1)—y"—0. Conditions initiales : y (2) — 2; y'(2)—1, 
y'(2)=1. 


Réponse. y — + (x? — 312 + 6x + 4). 


4. Equations différentielles ne contenant pas de variable indépendante, 
c'est-à-dire équations de la forme 


Fr Yi Ye. Y0) = 0. 
Une telle équation admet |” re de son ordre si l’on pose y = z et que 
l'on prend y lui-même pour nouvelle variable. Dans ce cas, y”, y’’”, . .. seront 
exprimés d’après les formules (que l’on déduit de la règle de dérivation d'une 
fonction de fonction) y” = z Le y" = 2 à Le —- CE ... en fonction 
dy ” y TA dy ; 

de z et des dérivées de z par rapport à y, l’ordre de l'équation devenant, de cette 
façon, inférieur d'une unité. 


992. Résoudre l’équation 1 + y"? — yy”. 


Q [7] d 7 . 
Solution. Posons y'—2, y"— 2 . L'équation prendra la 


forme 1+r2ey ; c'est une équation du premier ordre par rap- 
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port à z à variables séparables. Séparons les variables et intégrons : 
zdz dy 
1+22 y 


ou 
n({+z)=2Iny+2nC;, 1+2= Cîy, 
—. HV Cy2—1, 


d’où, en revenant à la variable y, on a 


, Sn os dy 
— C'y2—1 OR — d. : 
y'=+V Ciy Ta +dr 


1 a —— LS 
TM (Ciy + V Ciy—1) = + (x+ Co), 
ou 


(e+tx+CaCi LE eF(x+CHC1) 


V= 


2C 


= ch Ci (a+ C2) - = C* ch ru. | 


993. Trouver une courbe dont le rayon de eee est égal au 
cube de la normale; la courbe cherchée doit passer par le point 
M (0; 1) et admettre en ce point une tangente formant avec l’axe 
Ox un angle de 45°. 


Solution. Etant donné que le rayon de courbure d’une courbe 


A+ y? 2) 9/2 


plane s'exprime par la formule R — et que la longueur 


de la normale N=yV1—+y'?, alors l'équation différentielle du 
problème prend la forme 


1 r9\3/2 —— 
D VTT). 


D'où, après simplification par (1 +y2)"*, on obtient l'équation 
y"-y* = 4. 
En posant y’—2, y” se , On aura pour z l'équation z: + X 


dy 


xy*—1. En l'intégrant, on trouve: zdz—y*.dy, ou = 2 — 
— 7: yE+— Ci, c'est-à-dire 2°? Ur "2: on revient à l’ancienne 
variable y et l'on obtient équation y’? = Ci— 

On trouve la constante arbitraire C;, à . de la condition 
d’après laquelle la tangente au point M (0; 1) forme avec l'axe Oz 
un angle de 45°, c’est-à-dire tg 45° — y — 1, ou y’ (0) — 

Par conséquent, 1—C,;—1, c'est-à-dire Ci == 2. 
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Donc, on a obtenu pour déterminer y l'équation du premier 
V'2y2—1 
y 


ordre y?2—2—y?, d'où y’ — : séparons les variables et 
intégrons : 
VU gr: Vi =rtle 
Var 7 ar z Ca 
ou 


2 = (2x + Ca) +1]. 


On trouve la constante arbitraire C, à partir de la condition 
d'après laquelle la courbe passe par le point M (0; 1), c'est-à-dire 


1— —((2-0+C+ 1]; C=tf. 


Par conséquent, la courbe cherchée est définie par l'équation 
y? — 27? +2r +1. 

Résoudre les équations : 

554. y” (2y +3) —2y'? —0. 

Réponse. 7 In (2y +3) = Ci + C2. 

9995, yy"—y'2—0. Conditions initiales : y (0) — 1, y’ (0) == 2. 

Réponse. y = e?*. 

996. a2y"? — 1 +y'?. 


Réponse. + (x + C2) —qln ÉESSTERE , ouy + Ci = 


a 


557. yy —y'?=y?-Iny. 
Réponse. In y == Cie* + Cie”*. 
998. y(1—Iny)y"+(1+Iny)y'?—=0. 
x+Cs 
Réponse. y=—e*tCi, 
959. y (1+y)=y?+y. 
Réponse. In[Ci(y+1)—1] = Ci (x + Co). 
560. y"———. 
UV 


Réponse. x =Vy-< In (2 Vy+Ci)+C. 


5. Equations de la forme F(x. y, y'. y"...., y("))=0, homogènes par 
rapport à y, y'.Y",..., y"). Une équation de la forme indiquée admet l’abais- 


sement d’une unité de son ordre par la substitution va = z, Où z est une nou- 
velle fonction inconnue. 
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561. Résoudre l'équation 3y'? = 4yy" + y*. 
Solution. Divisons les deux membres de l'équation par y2?: 


Faisons la substitution Lez, d'où 
d'RRR 
y y? | 
ou 
M + 72 


On obtient l'équation 
32? — 47? — 47 = À, ou —4z = À + 7°; 
d’une autre manière, 
dz { 
142 4 
D'où, en intégrant, on trouve 


arctgz=Cy—7 x, ou Zz—tg [ci — +). 


En revenant à la variable y, on obtient 


fe -+) 


En intégrant la dernière équation, on trouve 


Iny=4lncos(C;—7) + In C, 


ou 
y = C,-cos* (c: +). 


562. Résoudre l'équation y’? + yy” = yy'. 

Solution. Bien que cette équation appartienne au type 
précédent, on peut l'intégrer d'une manière plus simple. Dans cette 
équation le premier membre est (yy'})’, et, pour cette raison, l’équa- 
tion prend la forme (yy')" = yy', ou — — dr. D'où In (yy') — 
=zx + In C,, ou yy' = C.e*; d'une autre manière y dy = Ce” «dx. 
En intégrant, on trouve la solution finale: 


Lu? = Cie + Ca. 


Résoudre les équations : 
563. yy" —y'? —0. 
Réponse. y — Cet. 
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964. (y +y')y"+y?—0. 


Réponse. yV y +Ci+Ci-n(y+Vy2+Ci) = +(— y + 
+ 2CŸx + 3C:). 


565. 2xy"" y" y"? — a°. 


Réponse. y — Cox + C3 + (Cix + a2)°/*. 

1 
566. y” — y'-e”. Conditions initiales: (y (0) — 0, y’ (0) — f. 
Réponse. y = —In [1 —zx|. 


567. Trouver une courbe dont la projection du rayon de courbure 
sur l’axe Oy est constante et égale à a, alors que l’axe Ox est tangent 
à la courbe cherchée à l’origine des coordonnées. 


° T 
Réponse. y — —a-ln cos à 


568. Trouver une courbe dont le rayon de courbure en tout point 
est égal à sec «, où « est l’angle formé par l’axe Ox et la tangente 
au point correspondant. La courbe cherchée passe par le point 
M (0; 1) et sa tangente en ce point est parallèle à l’axe Oz. 

Réponse. y — 1 + In sec x. 


569. Un corps placé à un moment initial dans un liquide con- 
tinue à s’immerger sous l’action de son propre poids, sans vitesse 
initiale. La résistance opposée par le liquide est directement pro- 
portionnelle à la vitesse d'immersion du corps. Trouver la loi du 
mouvement du corps si sa masse est m. 

k 


2 _—— t , 
Réponse. s = + (e no sq) er 


ps -L. 


$ 3. Equations linéaires d’ordres supérieurs 


1. Notions générales. On appelle équation différentielle du n-ième ordre une 
équation de la forme 


po = ay (7) y ag (2) pD +. Hans (0) ÿ'+an (ue fe 


Ici, les fonctions a; (x), a (x), . . ., a, (x) et f (x) sont données et continues 
sur un certain intervalle (a, b). 

L'équation (*) est dite linéaire non homogène, où à second membre. Si toute- 
fois f (x) = 0, l'équation est dite linéaire homogène. Une équation homogène 
dont le premier membre est le même que celui d’une équation non homogène 
est dite correspondante à celle-ci. 

Si l’on connaît une solution particulière y, d’une équation linéaire homogène, 


on peut, à l’aide d’une substitution linéaire de la fonction cherchée y = y,- | z dx 


abaisser d'une unité son ordre et, par conséquent, l’ordre de l'équation non 
D] | Fa . ." 

homogène correspondante. L'équation obtenue du (n — 1)-ième ordre par rap- 

port à z sera également une équation linéaire. 
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570. On donne l'équation y" + y —y + _— 


connait la solution particulière y; —Inzde l'équation homogène 
correspondante. Abaisser l’ordre de l'équation. 


y-=x et l'on 


Solution. Adressons-nous à la substitution y—Inx. \ z dx, 


où z est une nouvelle fonction inconnue. Alors, en substituant les 
dérivées correspondantes 


y=+\ zdrx+zinx, y'— + | cdr+ +7 ln z, 


dans l'équation donnée, on obtient une équation du second ordre 
2Inr+3 1 
2 


3 2+(S—mz)zez. 


L 

Nota. On remarquera qu'en appliquant la substitution ci-dessus à une 
équation linéaire du second ordre et en tenant compte du fait qu'une équation 
linéaire du premier ordre s'intègre par quadratures, on peut intégrer par quadra- 
tures toute équation linéaire du second ordre si l’on connaît une solution parti- 
culière de l'équation homogène correspondante. 


zg'-Inx+ 


9/1. Intégrer l'équation y" + y +y=0 ayant pour solution 


: 7 sin T 
particulière y; — = 


Solution. Faisons la substitution y — — - | z dx. Alors 


, x COS z— Sin x > Sin x 
y — — . | 3 dx + pe Z, 
Sin z 2(rcosr—sinr z—2)sinz<+2rcos x 
DR CR ir LE SR + ; z dt. 
NA T'- 23 


On obtient l'équation 


sin xez' + 2cos z-z = O0, 


d'où 
. — _Ci 
77 sin2z 
Par conséquent, 
sin x Ci dx sin x 
Re . — — © — 
x | sin? x x (Co Ci cg x) 


sin x COS x 
= C2: Là — Ci Æ, 
972. Abaisser l’ordre et intégrer l'équation y” sin° x — 2y ayant 
pour solution particulière y — ctg x. 
Réponse. y — Ca + (C1 — Cx) ctg zx. 
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573. L'équation y” — ++ — 0 a pour solution particulière 


y — x. Abaisser l’ordre et intégrer cette équation. 
Réponse. y — ee In x + Cizin zx + Cix. 


574. L'équation y” + (te x — 2cte x) y” + 2ctg* x-y — 0 a pour 
solution particulière y — sin x. Abaiïisser l’ordre de cette équation 
et l’intégrer:. 

Réponse. y = C, sin x + C, sin*° x. 


2. Equations linéaires homogènes. L'une des propriétés remarquables des 
équations linéaires consiste en ce que leur solution générale peut être trouvée 
à partir du nombre connu de leurs solutions DaEtieulires Citons le théorème 
sur la structure de la solution générale d'une équation linéaire homogène. 


Théorème. Si y, Yos + + «y Un sont des solutions particulières linéairement 
indépendantes de l'équation 


yen Æ a (x) D + à (2) y +... + a (D y= 0, 


alors y = Caÿs + Coÿo + + + + + CnUn est la solution générale de cette équation 
(Ci Cas + + > Cn Sunt des constantes arbitraires). 

Not a. Les fonctions y, (x), ye (x), + . ., yn (x) sont dites linéairement indé- 
pendantes sur l'intervalle (a, b), si elles ne sont liées par aucune identité 


ŒaUi do Œoy2 + a + nn — 0, 
OÙ A, Go + + + An SOnt des constantes quelconques qui ne s’annulent pas simul- 


tanément. S'il s’agit de deux fonctions, on peut formuler cette condition comme 
suit: deux fonctions y, (x) et y: (x) sont linéairement indépendantes si leur 


rapport n'est pas constant : mn = const. Par exemple: 1) y, = x, ye = x° sont 


2 
linéairement indépendantes; 2) y, = e*, y, = e”* sont linéairement indépen- 
dantes; 3) y, = 2e%%*, y, = 2e3* sont linéairement dépendantes. 

La condition suffisante d'indépendance linéaire de nr fonctions continues 
avec leurs dérivées jusqu’au (nr — 1)-ième ordre sur l'intervalle (a, b) 
consiste en ce que le déterminant de Wronski (wronskien) W [y;, Ye, . - ., yn] de 
ces fonctions ne s’annule en aucun point de l'intervalle (a, b), c'est-à-dire 


y1 (2) ya (x) -.. Un (2) | 
Yi (+) ya (x) -.. Un (2) 
W [y1, UD A 0 — so Æ 0. 


ge D) D (2)... y 0 (> 


Si les n fonctions données sont les solutions particulières d’une équation 
différentielle linéaire homogène du n-ième ordre, alors cette condition (non- 
annulation) est non seulement suffisante mais également une condition néces- 
saire d'indépendance linéaire de ces n solutions. 

Le wronskien de nr solutions d'une équation linéaire homogène du n-ième 
ordre ytm) + a (x) ytn-D +... + a, (x) y = 0 est lié au premier coefficient 
de cette équation a, (x) par la formule de Liouville-Ostrogradski : 


x 
_ \ a (x) dx 


W [Y1s U2» -..s Yal=W UTC UD» +.) Yn] lisse iL 
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L'ensemble de n solutions d’une équation linéaire homogène du n-ième ordre, 
définies et linéairement indépendantes sur l'intervalle (a, b), est appelé système 
fondamental de solutions de cette équation. 

Pour une équation différentielle linéaire homogène du second ordre 


y +æ(x) y + æ(z)y = 0 


le système fondamental se compose de ses deux solutions linéairement indé- 
pendantes y, (x) et y: (x); sa solution générale se calcule d’après la formule 


y = Ciÿa (2) + Coya (x). 


Si, pour une telle équation, on connaît une solution particulière y, (x), 
alors sa seconde solution, linéairement indépendante de la première, peut être 
trouvée d’après la formule (qui est le corollaire de la formule de Liouville- 
Ostrogradski) 


_ [as (x) dx 
e 
yo (x) = y1 (x fn — de 
1 () y? (x) 
Cela rend possible l'intégration immédiate des équations linéaires homogè- 
nes du second ordre, pour lesquelles on connaît dès le début une solution particu- 
lière, sans avoir à abaisser leur ordre. 


n z 


— . : : 5 i | : 
Ainsi, dans l'exercice 571, on connaît la solution y; (x) — = de l'équation 


2 : ù 
y" + Es y + y = 0. En s’aidant de la formule ci-dessus, trouvons la seconde 
solution : 


sinz (e Ÿ , _ sinz dr __ Ccosx 
sin?z z 


D Ode —— 
=) zx 
z 


On recommande au lecteur de résoudre par cette méthode les exercices 572 
à 574. 


575. Montrer que y = Ce** + C,e-% est une solution générale 
de l'équation y” — 9y = 0. 

Solution. Par substitution dans l’équation donnée on se 
convainc aisément que les fonctions y, = e** et y, — e-%* repré- 
sentent ses solutions. Ces solutions particulières sont linéairement 

Au 
indépendantes, car me — e% -£ const, et, pour cette raison, 
elles constituent un système fondamental de solutions, d’où vient 
que y = Ce + C;e-%* est une solution générale. 

576. On donne l'équation y” — y’ — 0. Les fonctions e*, e-*, 
ch x, constituent-elles le système fondamental de solutions, si elles 
représentent (il est d’ailleurs facile de le vérifier) les solutions de 
cette équation? 
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Solution. Pour pouvoir vérifier l'indépendance linéaire 
de ces solutions, calculons le wronskien : 


e* e “chzx 
W (x)=le* —e *shx 
e* e*chzx 


Ce déterminant est nul, car les éléments de la première et de la troi- 
sième lignes sont identiques. 

Par conséquent, les fonctions données sont linéairement dépen- 
dantes, et, pour cette raison, on ne saurait trouver la solution géné- 
rale à partir de ces solutions particulières. On peut arriver au même 


» : e*+erx ? 
résultat plus rapidement, car ch zx — sas et, par conséquent, 
les trois fonctions données sont linéairement dépendantes. 

517. L'équation y” — y — 0 est: vérifiée par deux solutions par- 
ticulitres y, = sh x, y, — ch x. Ces fonctions, constituent-elles le 


Système fondamental de solutions de l’équation donnée? 
Réponse. Oui. 


978. Peut-on trouver la solution générale de l’équation 
"” ' I ! Î D « . 2 Fe 
y = —Y + ( 1 — Tr) y—0(x-0) à partir de ses deux solutions 


particulières y” À _osinx Yo — cos x ? 
| l'x PACE 
Réponse. Oui. 
579. Les fonctions x + 1, 2x + 1, x + 2, sont-elles linéairement 
indépendantes ? 
Réponse. Non. 
580. La même question pour 2x? + 1, z* — |, x + 2. 
Réponse. Oui. 
581. La même question pour V x. Vr + a, V x + 2a. 
Réponse. Oui. 
582. La même question pour In (2x), In (3x), In (4x). 
Réponse. Non. 


3, Equations linéaires homogènes à coefficients ronstants. Si dans une 
équation linéaire homogène 


gun + a (x) yo) Ha (y +. +a(mue=0 (# 


tous les a; ( — 1, 2,..., n) sont des nombres réels constants, alors sa solu- 
tion particulière est de la forme y = eXx. Les valeurs de k, pour lesquelles y = 
— ek* sera la solution de l'équation (**), sont déduites de l'équation dite caracté- 
ristique 


kn + ak EL ak +... + a, = 0. 
C'est une équation de degré r admettant n racines (réelles ou complexes, parmi 


lesquelles peuvent figurer aussi des racines égales entre elles). 
4) Si toutes les racines k1, ka, . . ., k, sont réelles et distinctes, alors les 


solutions e"1*, e!2%*, ,.., en? sont linéairement indépendantes et, par consé- 
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quent, la solution générale de l'équation différentielle initiale sera de la forme 
y= CyehiT EE Coef2X + ,..,+Cienx, 
2) Si k est la racine d'ordre de multiplicité mr (m < n) de l'équation caracté- 
ristique, à cette racine il correspond alors m solutions particulières 
eRX, zehx, z'ehx, ,.., xm-lehx, 


(Par exemple, si k est une racine triple, il correspond alors à cette racine les 
solutions particulières linéairement indépendantes eh, rek*, r°ekx.) 


3) Si parmi les racines d’une équation caractéristique il existe des racines 
complexes conjuguées k1, = &@ + Bi, il correspond alors à ces racines deux 
solutions particulières réelles linéairement indépendantes e**.cos f et e%* x 
X sin Br. Si toutefois les racines &« + Bi et « — Bi sont doubles, il correspond 
alors aux racines indiquées les solutions particulières e%*.cos Br, e**.sin fr, 


ze®*.cos fr, re**-sin fr, etc. (On se rappelle que les racines complexes d'une 
équation à coefficients réels sont toujours deux à deux conjuguées, l’ordre de 
multiplicité des racines formant chaque couple étant le même.) 


583. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — Ty" + 6y = 0. 

Solution. L’équation caractéristique est de la forme k? — 
— 7k + 6 — 0 et a pour racines k, = 6, k, — 1. Par conséquent, 
ses solutions particulières linéairement indépendantes sont ef* 
et e*, d’où vient que la solution générale est de la forme y — Cief* + 
+ Cie. | 

584. Trouver la solution générale de l'équation 

yIV —_ 13y" + 36y = 0. 


Solution. L'équation caractéristique est de la forme ki — 
— 13k? + 36 — 0 et a pour racines k,,: — +3, ka,, — +2, aux- 
quelles correspondent les solutions particulières linéairement indé- 
pendantes e%*, e-%*, e?* et e-**. Par conséquent, l'équation générale 
est: y = Cie + Cie + Ce + Cie. 


585. Trouver la solution de l'équation x —2—ITr— 0, véri- 


fiant les conditions initiales: pour & — 0, x =0, x = 3. 

Solution. L’équation caractéristique est de la forme k*° — 
— k — 2 = 0; ses racines sont k, — 2, k, — —1. Par conséquent, 
la solution générale est x — Ce + C.e-t. En substituant les con- 
ditions initiales dans la solution générale et dans sa dérivée, on 
obtient le système d'équations par rapport à C, et C.: 


0=Ci+Co, 
3 —= 2C— Co, 
d’où C;, = 1, C, = —1. Donc, la solution vérifiant les conditions 


initiales posées est y — et — e-!. 

586. Trouver la solution de l'équation x — 2x — 0 vérifiant les 
conditions aux limites: pour t = 0, x = 0; pour f{ = In 2, x = 3. 
12—079 
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Solution. L'’équation caractéristique k? — 2k — O0 admet 
les racines k, = 0, k, — 2. Par conséquent, la solution générale est 
de la forme x = C, + Ce’. En substituant les conditions aux limi- 
tes dans la solution générale trouvée, on obtient : 


Ci+C:=0, Ci+C:=0, 
CiiCreuses, | Gric = 

D'où C, = —1, C, = 1. 

La solution particulière cherchée, vérifiant les conditions aux 
limites posées, est de la forme 

z = et — 1. 
987. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — 2y + y = 0. 

Solution. L’équation caractéristique 4% — 24°? + k — 0 ad- 

met les racines k, = 0, k, — k,; — 1. Ici, nous avons une racine 


double égale à 1, d’où vient que les solutions particulières seront 
1, e°, xe*. La solution générale est 


y = C; + Cie + Cite. 
588. Trouver la solution générale de l’équation 
y" — 4y" + 13y = 0. 


Solution. L’équation caractéristique k° — 4% + 13 — 0 ad- 
met les racines 4 — 2 + 3i. Les racines de l'équation caractéris- 
tique sont complexes conjuguées et, pour cette raison, il leur cor- 
respond les solutions particulières e** -cos 3x et e** sin 3x. Par con- 
séquent, la solution générale est 


y = e%*-(C, cos 3x + C, sin 3x). 


589. Un point matériel de masse m se déplace suivant l’axe Ox 
sous l’action d’une force de rétablissement, dirigée vers l’origine 
des coordonnées et proportionnelle à la distance du point en mou- 
vement à l’origine ; le milieu dans lequel le mouvement se produit 
oppose au déplacement du point une résistance proportionnelle à la 
vitesse du mouvement. Trouver la loi du mouvement. 


Solution. La vitesse du point est x, son accélération est x; 
les forces agissant sur le point: la force de rétablissement est jf, — 


— —ax, la résistance du milieu est f, — —bz. 
En vertu de la seconde loi de Newton, on trouve 


mr = —bxr — az, 
ou 
mx + bx + ax = (0. 
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On a obtenu une équation différentielle linéaire homogène du second 
ordre. Son équation caractéristique mk° + bk + a = 0 admet les 
racines 
Lis —b+ / b2— 4ma 
D 2m 
4) Si b? — 4ma >> O0, les racines sont alors réelles, distinctes et 
toutes les deux négatives; en introduisant pour elles les notations 


—b+ 1/b2— 4ma b+7/ b2—4ma 
p = HV me _,, p— D DEVAbE 


on trouve la solution générale de l’équation du mouvement sous la 
forme 
x = Cie-rit + Coe-ret 


(c'est le cas d’un mouvement dit apériodique). 
2) Si b? — 4ma = 0, alors les racines de l’équation caractéris- 
ique sont réelles et égales entre elles: 
b 
ki = ko — on = — "7. 


Dans ce cas, la solution générale de l'équation régissant le mouve- 
ment est de la forme 


TL — (C1 + Cot) et. 
3) Enfin, si b?— 4ma < 0, alors l'équation caractéristique 
admet les racines complexes conjuguées : 
k, = —a + fi, k, = —a — fi, 


+ 


ou 
b V' 4am—b2 
Em PJ m 


La solution générale de l'équation régissant le mouvement est 
de la forme 
x = et (C, cos fé + C, sin fé), 
ou 


x = Ae”tt sin (ff + po), 


«= 


ou 


A=VC?+ Ci, sin Go, COS Po = 2 
(oscillations amorties). 
Trouver les solutions générales des équations: 
590. y” — y” — 2y = 0. 
Réponse. y = Ce" + Ce”. 
591. y” + 25y = 0. 
Réponse. y = C, cos 5x + C, sin 5x. 


12* 
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992. y” — y" = 0. 

Réponse. y = C1 + Ce”. 

593. y” — 4y + 4y = 0. 

Réponse. y = (C, + Cix) e*. 

594. yIV — 2y"" + y" = 0. 

Réponse. y = C; + Cox + Ce + Cire”. 
595. yIV + aîñy = 0. 


av2, =aV2, eV 


FD Ge 2 2 "cos = 


Réponse. y—=(C;-e x + 


SV, =, A4 
L(Ce 2. HÉCE 2 "Vsin 


996. yIV + 5y° + 4y = 0. 

Réponse. y = C; cos x + C, sin zx + C,; cos 2x + C, sin 2x. 

Trouver les solutions des équations vérifiant les conditions ini- 
tiales ou les conditions aux limites données : 

597. y” + 5y° + 6y = 0. Conditions initiales : y (0) — 1, y’ (0) — 


_ Réponse. y = 4e — 3e. 

598. y” — 10y° + 25y — 0. Conditions initiales: y (0) — O, 
y" (0) = 1. 

Réponse. y = xef. 


599. y” — 2y" + 10y —0. Conditions initiales : 
I 
TI pl TI Te 
y (+) =0, U (5 )=es. 
Réponse. y = + e*- cos 3x. 


600. 9y" + y — 0. Conditions initiales : y(+)=2, y' (+) =0. 


Réponse. y—=2sin T 


601. dv Conditions initiales : y(0)—1, y’ (0) = 
Réponse. y=—+ D 2e). 


602. y” + 9y = 0. Conditions aux limites : y (0) = 0, y (5) = {. 

Réponse. y = V 2 sin 3z. 

603. y” + y — 0. Conditions aux limites : y” (0) — 1, y’ (5) —_ 
= (. 

Réponse. y = sin tr + ——:c0s x. 


7 
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604. Résoudre le problème 589 si la résistance opposée par le 
milieu est nulle. 


Réponse. x=C;-cosft+ C;-sinff, ou x = A:sin (po+ ft), 
1/ a 
B=y +. 


4. Equations linéaires non homogènes. La structure de la solution d’une 
équation linéaire non homogène, c’est-à-dire d’une équation à second membre 


y + a (x) y) +... + an (2) y + an (x) y = f @) 
est définie par le théorème ci-dessous. 

Siu— u(x) est une solution particulière d’une équation non homogène et que 
Us Yas + + +» Un St le système fondamental de solutions de l'équation homogène 
correspondante, alors la solution générale de l'équation linéaire non homogène est 
de la forme y = u + Ciys + Coÿa + - + + + Cnyh: autrement dit, la solution 
générale d'une équation non homogène est égale à la somme de n'importe la- 
quelle de ses solutions particulières et de la solution générale de l'équation 
homogène correspondante. | 

Par conséquent, afin de construire la solution générale d’une équation non 
homogène, il faut trouver l’une de ses solutions particulières (en supposant déjà 
connue la solution générale de l'équation homogène correspondante). 

Considérons deux méthodes applicables à la recherche de la solution particu- 
lière d’une équation linéaire non homogène. 

Méthode de la variation des constantes arbi- 
traires. Cette méthode s'avère utile pour la recherche de la solution parti- 
culière d'une équation linéaire non homogène du n-ième ordre à coefficients 
aussi bien variables que constants, à condition que l’on connaisse la solution 
générale de l’équation homogène correspondante. 

La méthode de la variation consiste en ce qui suit. Soit connu le système 
fondamental de solutions y, Yo, + + + Yn de l'équation homogène correspondan- 
La La solution générale de l'équation non homogène est à rechercher sous la 
orme 


u (x) = Ci (x) Vi + Ca (2) Ve + + + + Cn (2) Un: 
où les fonctions C; (x), Ca (x), . . ., Ch (x) sont déduites du système d'équations 
U Ci (x) vi Cé (a) va + Ch (x) Un =0, 
Ci y+Cs (yes +... +Cn (x) y =0, 


Ci (a) y DE CE (e) y8 0 4... CS (2) y Def (2) 


(f (x) est le second membre de l'équation donnée). 
Pour une équation du second ordre y” + a1 (x) y’ + a2 (x) y = f(x), le 
système correspondant est de la forme 


Ci (x) y + Ca (x) ve —0, 
Ci (x) yi+ Ce (z)ya = f (x). 
Ce système est résolu d’après les formules: 


—_ (yrlG)dzr, Lui, 
6) W (ÿy1, ya)” Ca (7) W (y1, yo) ? 
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d’où vient qu'on peut immédiatement trouver u (x) à l’aide de la formule 


es ya f (x) dx * y;-f (x) dx 
do Î W (vi, PL W (1, yo)” 


(Ici, W (y1, y2) est le wronskien des solutions y, et ya.) 


On demande, par exemple, d'intégrer l'équation 
2 cotg x 
Fa 4 = |, 

y — ee y +y 2 


Pour l'équation homogène correspondante, nous avons trouvé (voir page 173) 


n cos 
: < et pin = ; leur wronskien W(Y1s Ye) = 


ER si 
les solutions particulières y, — 


Pour cette raison, on peut trouver u (x) d’après la formule 


cosz cotgz sinx Ccotgz 
“ee | z x ee | x z 


dx + 


ee ; 


Sin z cos? z cos x 
= . | = dr — . | COS x dr — 
z Sin z 
Sin z : z COST . 
= Inltg — cos z | — Sin z 
z [ 8 2 + z 


sin # In | te +. | 


Donc, u(x)— , alors que la solution générale de l'équa- 


tion donnée est de la forme 
Sin z COST  Sinx 


+ C2° T 


T 
te — 
T L 


In D 


y=Ci: 


Not a. Nous attirons encore une fois l’attention du lecteur sur le fait qu'une 
équation linéaire non homogène du second ordre peut être intégrée par quadratu- 
res, à condition qu'on connaisse un e solution particulière y1 (x) de l'équation 
homogène correspondante; la solution générale d'une telle équation est de la 
forme y = Ciy; + Coys + u (x), où y, est défini en fonction de y, d'après la 
formule 

_ ay (x)dx 

9 = | | - dx 
ya y1 DE , 
alors que u (x) l’est en fonction de y, et y, d'après la formule indiquée ci-avant. 

Méthode du choix d'une solution particulière 
(méthode des coefficients indéterminés). Cette méthode 
u’est applicable qu'aux équations linéaires à coefficients constants et seule- 
ment dans le cas où le second membre de ces équations est de la forme 


f (2) = e%* [p, (x) cos Bz + q, (x) sin Br] 


(ou représente une somme de fonctions de ce type). Ici, « et f sont des constantes, 
Pn (x) et 4m (x) sont des polynômes en x de degrés n et m respectivement. 
La solution particulière d'une équation du n-ième ordre 


yo + ay) + ay +... + any = f (x) 
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(où f (x) a la forme indiquée, alors que a;, &, ..., a, sont de. 
constants réels) sera cherchée sous la forme 


u (z) = zre®[P, (zx) cos Bz + Q, (x) sin Br]. 


Ici, r est égal à l’ordre de multiplicité de la racine & + Bi qu’admet l’équa- 
tion caractéristique kÆ + akn-l + ...+ a, = 0 (si l'équation caractéristique 
n’admet pas cette racine, il faut poser r = 0); P, (x) et Q, (x) sont des polynô- 
mes complets en x de l-ième degré à coefficients indéterminés, L étant égal au 
plus grand des nombres net m(l=n>m,oul=mÏ>n): 


Pi (x) = 407! + Az! + A, 


Qi (x) = Box! + Bixl +... + B. 


Soulignons encore une fois que les polynômes P, (x) et Q, (x) doivent être 
complets (c’est-à-dire qu'ils doivent contenir toutes les puissances de x, 
de zéro à !), à coefficients indéterminés distincts des mêmes puissances de z 
dans les deux polynômes et que, par ailleurs, si au moins l’une des fonctions 
cos fr ou sin fr entre dans l'expression de la fonction f (x), alors dans u (x), 
il faut toujours introduire les deux fonctions. 

On peut trouver les coefficients indéterminés à partir du système d'équa- 
tions linéaires algébriques qu'on obtient en identifiant les termes semblables 
du PEIeE et du second membres de l'équation initiale, après y avoir substitué 
u (z) à y. 

La vérification de la forme de la solution particulière choisie donne la pos- 
sibilité de comparer tous les termes du second membre de l'équation avec les 
a semblables du premier membre apparus à la suite de l'introduction de 
u (ZT). 

Si le second membre de l'équation initiale est égal à la somme de plusieurs 
fonctions distinctes de structure examinée, pour la recherche d’une solution 
particulière d'une telle équation, il faut alors utiliser le théorème de La superposi- 
tion des solutions: il faut trouver les solutions particulières correspondant aux 
termes isolés du second membre et faire ensuite leur somme qui sera une solu- 
tion particulière de l’équation initiale (c'est-à-dire de l'équation dont la somme 
des fonctions correspondantes forme son second membre). 

Nota. Les cas particuiiers de la fonction f (x) de structure examinée (en 
présence desquels, on est autorisé à appliquer au second membre la méthode 
du choix d'une solution particulière) sont représentés par les fonctions sui- 
vantes: 


1) f(x) = 4e (A est une constante) {a + fi = a}. 

2) f (x) = À cos Br + B sin Br (4 et B sont des constantes) {a + Bi = Bi}. 
3) f (x) = Pn (x) (polynôme de degré n) {a + Bi = 0}. 

4) f(x) = pa (z)e® {a+fBiz a}. 

9) f (2) = pn (x) cos Br + qu (x) sin Br (a + Bi = Bi}. 

6) f (x) = e%* (4 cos Br + B sin Pr) (A et B sont des constantes). 


605. Trouver la solution particulière de l'équation y” — 2y" — 
— 3y = e% vérifiant les conditions aux limites 
y [x=ine = 1; y [e=21ne = Î. 


Solution. L’équation caractéristique 4? — 2k — 3 = 0 ad- 
met les racines k, = 3, k, — —1. La solution générale de l'équation 
homogène correspondante est y — C,e%* + C.e-*. On cherchera la 
solution particulière de l’équation initiale sous la forme u — Aeï* 
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(du fait que le sinus et le cosinus sont absents dans le second membre, 
le coefficient de la fonction exponentielle est un polynôme de degré 
zéro, c’est-à-dire L = n = 0 et r = 0, du fait que à = 4 n'est pas 
une racine de l'équation caractéristique). 


Ainsi donc, 
—3l|u— Ae“ 
+|—-2lu'— 44e“ 
1 |u" —164e** 


Es 
5 L] 
Par conséquent, la solution générale de l'équation donnée est 


D'où il vient que u” — Qu” — 3u — 5A4e%* = e**. Donc, À — 


y = Cie + Cie + _ er: 
Pour trouver €, et C:, on fera appel aux conditions aux limites : 
Ceim2?+ Ce-n?2 ++ M2 1, 


4 
6In2 -21n2 — pBIn?2 — 
Ce + Ce +re 4, 
ou 
16 
8C1+—- Cot—=i, 


9 3 
GC + Cot =. 
D'où il vient Ci = TT CG. Donc, 
1 4x 652 _x 491 
Ve ee pe * 


606. Intégrer l'équation y” + y’ — 2y — cos x — 3 sin x pour 
les conditions initiales y (0) — 1, y’ (0) — 2. 

Solution. L'équation caractéristique k? + k — 2 — O0 ad- 
met les racines k, — 1, k, — —2, et pour cette raison la solution 
générale de l’équation homogène est y — Ce-** + C,e*. On cher- 
chera une solution particulière de l’équation non homogène sous la 
forme 

u = ÀA.cos x + B:.sin x 
[dans ce cas, « — 0, B — 1, « + Bi — i; du fait que l’équation 
caractéristique n’admet pas de telle racine, alors r — 0; m — n = 0, 
et, par conséquent, ? = 0 lui aussi]. 

Donc, 

—2|u—Acosx+Bsinz 


+ Alu'= — Asinxz+B cosx 
1{lu"= — Acosx—B sinx 
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D'où 
u"+u"—2u —(B—34A)cosx+(—3B—A)sinx=cosz—3sinzx. 
Ainsi, on a le système 
B—3A — 1, 
3B + À ==-3, 
Par conséquent, la solution générale de l'équation donnée est y — 


= Ce-* + Ce + sin r. Trouvons C, et C, en appliquant les 
conditions initiales: 


Ci: +C-e tsin0=1, Ci CSET, 
— 2Ce° + Ce + cos O0 — 2, ss —2Ci+C—=1, 
D'où C, = 0, C, = 1, c’est-à-dire 


y = e* + sin x. 


c'est-à-dire A—0, B—1. 


__ 607. Intégrer l’équation y” — y” — ch 2x, les conditions initia- 
les étant y (0) — y’ (0) = 0. 

Solution. L’équation caractéristique 4°? — 4 — 0 admet les 
racines #, = 0, k, = 1. La solution générale de l’équation homogène 
est y — C, + Care”. Dans ce cas, on cherchera une solution par- 
ticulière de l’équation non homogène sous la forme u = À ch 2x + 
+ B sh 2x. En différentiant et en effectuant les substitutions néces- 
saires dans l’équation initiale, on obtient : 


O[u—Ach2r+2Bsh2x 
+| —1 |u’= 24ish 2x + 2B ch 2x 
{ |u"— 44 ch 2x + 4B sh 2x 


D'où 
u"—u'—(44—2B)ch2x+(4B—24)sh2r= ch 27. 
Donc, 
4A —2B = 1, 1 1 
EU NT. 


La solution générale de l'équation initiale est y—C;,+ Cie” + 
++ ch2r+<sh2r. Pour la recherche de C; et C>, on s'adresse 
aux conditions initiales : 


Mine ru 
ou 


Cz-@+ © sh 0 ++ ch0= 0, Cr++=0. 
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Par conséquent, Ci—0, C: — +. Ainsi, la solution particulière 
cherchée est de la forme 
nt, À 1 
U — TT e +3ch2r+-<sh2z. 


Nota. Aux termes de la théorie générale, nous aurions dû présenter le 
second membre de l'équation donnée sous la forme + (e°* + e-2x) et appliquer 
le théorème de la superposition, c'est-à-dire chercher séparément les solutions 
correspondant aux termes du second membre Lex et + e-°x, Nous aurions eu 


alors: 

pour Lex: a—=2,8$=0;a+f$fi=2;r=0,n—=1—= 0; donc, u (x) = 
EE — Aje°T; 

pour Lex: = —2, Bi =0; m+Bi=—2; r=—0; nn == 0; 


donc, us (x) = Bie-°x. 
Pour cette raison, il aurait fallu chercher la solution particulière sous la 
forme 


u (x) = u (x) + us (x) = Au + Bie**, 
mais 
Aje®* + Bie-2*= À, (ch 2x +sh 2r) + B; (ch 2r—sh 2x) — 
= (41 + B1) ch 2r +(4— B1) sh 2r= À ch 2r+ B sh 2r. 


C'est justement sous cette forme que nous avons cherché la solution de l'équa- 
tion donnée. 

Il faut noter qu’en appliquant la méthode du choix d’une solution parti- 
culière, cette dernière est toujours trouvée sous forme d’une fonction ayant la 
même structure que le second membre de l'équation proposée, mais, ceci étant, 
cette fonction sera utilement complétée de termes et de facteurs additionnels 
pour qu'il soit possible d'identifier les termes apparaissant après substitution 
dans le premier membre de l'équation avec tous les termes (qui leur sont sem- 
blables) du second membre. 


608. Résoudre l'équation y” — 2y” + 2y = z*. 

Solution. L'équation caractéristique k* — 2k + 2 = 0 ad- 
met les racines k,, — 1 + i, et, de ce fait, la solution générale de 
l'équation homogène est y = e*-(C, cos x + C, sin x). On cherchera 
une solution particulière sous la forme u = Az° + Bz + C (dans 
notre cas, «a — 0, Bf—=0; œa +fPi—0; du fait que la racine 0 
n'existe pas, r — 0; n = l — 2). Donc, 

2|u—ArtBricC 
+| —2l|u"—24r+b 
1 u" = 2À 
Ainsi donc, 
u" — 2u' + 2u = 2Ax° + (2B — 4A) x + (2C — 2B + 24) = 1°. 
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D'où 
2A =1Â, 2B— 4A =0, 2C — 2B + 2A = 0, 
c’est-à-dire 


_ 1 2 70 
A=>,., B=1, C—-. 
rar conséquent, la solution générale de l'équation initiale est 
— €e* (C, cos x + C, sin x) + Z (z + 1). 


609. Résoudre l'équation y” + y = xze* + 2e*. 

Solution. L’équation caractéristique 4? + 1 — 0 admet les 
racines Æ12 — æ+i, et, pour cette raison, la solution générale de 
l'équation homogène est y = C, cos x + C, sin zx. En appliquant 
le principe de superposition, on cherchera une solution particulière 
de l’équation initiale sous la forme u = u, + u, = (Ax + B) e* + 
+ Ce (on a pour u,: f(x) = re", ma =1,p =0;a +B.i= 1; 
du fait que cette racine n'existe pas, alors ns —=0; n—=1l=— 1; 
pour u,: fa (x) = 2e; @o = —1, PB, = 0; œo + Bii = —1; r, — 
= 0; rm = l = 0). 

Ainsi donc, 

1[u—(Ar+Bje+Ces 
+ |0 |u"— 4e + (Ar + B)je* —Ce* 


1 |[u"— 24e* + (Ar -+-B)e+ Ce 


Ainsi, 
u" + u = 24zxe* + (24 + 2B)je° + 2Ce* = xe* + 2e*. 
D'où 
2A:1, 244+2B—0, 2C—2, c'est-à-dire A+, B= —+, C1. 


Par conséquent, la solution générale de l'équation initiale est 
y=C; cos zx + C;sin r++ (x — 1) e“+Le*. 


610. Résoudre l'équation y” + y” — 2y' = x — e*. 

Solution. L’équation caractéristique k$ + k? — 2k — 0 ad- 
met les racines k, = 0, k, = 1, k; — —2, et, pour cette raison, la 
solution générale de l'équation homogène est y = C, + Cse* + 
+ Ce-*. On cherchera une solution particulière, en appliquant le 
principe de superposition, sous la forme u=u,+u, = x (Az + 
+ B) + Cxre*. 

En effet, on a pour u,: f(x) = x; a =f, =0;a +fB,i—=0; 
du fait que k, — 0 est une racine simple de l'équation caractéris- 
tique, il faut poser r, = 1, », = l, = 1. D'où u, = x (4x + B). 
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Pour u,:fo(r) = —e*; @ = 1, Ps —=0; ao + foi = 1. Mais 
k, = 1 est aussi la racine simple de l’équation caractéristique. D’où 
vient que r, = 1, n, = l, = 0. On a donc, u, = Ce. 
Donc, on a: 
O[ u—(A4rz+B) x+Cxre* 


—2|u'—2Ar+B+Ce+Czre* 


| 4l "924 +9Ce + Cre* 
1|u"— 3Ce* + Czre* 
Ainsi, 
u""+u" — 2u' = —4Ax + (24 — 3B) + 3Ce* = x — e*. 
D'où 


—4A = 1, 24 — 2B=0, 3C = —1, 
c'est-à-dire 


Î 1 1 
A+, B=—+, C=——. 


Par conséquent, la solution générale de l’équation initiale est 
y = Ci + Cie” + Ce x — L z(z +1) + xe”. 


611. Trouver la solution de l’équation y” + y = 3 sin x, véri- 
fiant les conditions aux limites: 


y (0) + y” (0) = 0, 
(347 (5)-0 


Solution. L’équation caractéristique k°? + 1 = 0 admet 
les racines k,, — —+i, d’où vient que la solution générale de l’équa- 
tion homogène est y = C, cos x + C, sin x. On cherchera une solu- 
tion particulière sous la forme u = x (4 cos x + B sin x) (dans 
notre cas, &« = 0, f = i, à + fi — i; du fait que à est une racine 
simple de l’équation caractéristique, alors r = 1; m = n = l = 0). 

Donc, on a: 


{lu=(4cosxr+Bsinz)-x 
+0 lu =(—À sin x +B cosx) + (À cos x + B sin x) 
{lu"—2(—Asinz+Bcosx)+(—Acosx—Bsinx)-x 
Ainsi, 
u” + u = —2A sin x + 2B cos x = 3 sin x. 
D'où 


—2A = 3, 2B = 0, 
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3 
À = — DJ , B — 0. 
Par conséquent, la solution générale de l'équation initiale est 


y=C;icosr +C sinx— © rcosr. 


On trouve les constantes C, et C. en appliquant les conditions 

aux limites: 
y = — Cisinx+C,cosz + x sinx— Ÿcosx, 
y (0) = Ci cos 0 + Ca sin 0— Ÿ.0.cos 0 Ci, 
y" (0) — — Csin 0 + Ca cos 0 + +-0-sin 0 — © cos 0 Ce 
D'où 
, 3 
y (0) +y'(0)=Ci+C2—5=0, 
y (5) = Ci cos ++ C2 sin : L 


UX (5 = —C;sin+ + Co cos — 1,3 +si n E—Ÿ cos ? = 


= —Ci+in. 


En poursuivant, on a 


3 , 3 
v(3)+v (5)=@- ct ae 0 
d'où l’on tire le système DR 


[+= 


[a-c= 


dont la résolution nous donne 


L us 


= À (2 + n), C=+(2—n). 


Donc, la solution de l’équation initiale, vérifiant les conditions 
aux limites posées, est de la forme 


y= (+2) cosz—(n—2) sinx]— x COS x 
612. Trouver la solution de l'équation y” + y = tg x vérifiant 
les conditions aux limites y (0) = y (+) = 0 
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Solution. L’équation caractéristique k? + 1 — 0 admet les 
racines #1, = —+i et, pour cette raison, la solution générale de 
l'équation homogène est y = C, cos x + C, sin x. On ne saurait 
chercher une solution particulière de l'équation initiale par ]la 
méthode des coefficients indéterminés {f (x) est d’une structure autre 
que l’on exige] et, de ce fait, on utilisera la méthode de la variation 
des constantes arbitraires: on cherchera la solution de l'équation 
sous la forme 


y = C, (x) cos x + C, (x) sin z, 


où les fonctions C, (x) et C, (x) seront déduites du système d’équa- 
tions - 


Ci(x)y+C(x)y2=0, 
Ci (x) y +C (a) y ={ (à), 
ou 
Ci (xz)-cosz +C, (x)-sinz =0, 
— Ci(x)-sinz+C,(x)-cosx =tgz. 
En résolvant ce système, on obtient 


, sin? z , . 
é (x) = trs C, (x) = SIn ZT, 


d’où 


COS x 4 


Ci (x) = — | ME dr+ A=sinz—Intg (5+ = )+4: 
C, (x) = —cos x + B. 


(Au lieu de résoudre ce système, on aurait pu utiliser les formules 
citées à la page 181.) 
Donc, la solution générale de l'équation initiale est 


y= Acosx +Bsinz—coszxz.lntg (5+2) : 


où À et B sont des constantes arbitraires que l’on doit déterminer 
à partir des conditions aux limites: 


cos 0 + B sin 0 — cos 0-Intg . —0, 


( 
| À 
UL4 EL TI I 
| À cos — + B sin + —cos— -In tg == 0. 


4=0, B=V5in3. 
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Par conséquent, la solution vérifiant les conditions aux limites 

posées est de la forme 
= VS 3-sinz—cosxz-Intg (5+2) 

613. Une chaîne homogène librement pendue sur un crochet glisse 
sur celui-ci sous l’action de son propre poids (on négligera le frotte- 
ment). Déterminer en combien de temps la chaîne toute entière 
glissera-t-elle sur le crochet, si, au moment initial, il y avait d’un 
côté du crochet 10 m de chaîne et de l’autre, 8 m,la vitesse de la 
chaîne étant nulle. 

Solution. Soit P H le poids d’un mètre courant de chaîne. 
Désignons par x la longueur (en m) de la portion plus grande de la 
chaîne pendue sur le crochet au bout de t s après le commencement 
du mouvement. La force F — [x — (18 — x)]-P H est appliquée 
au centre de gravité de la chaîne. La masse de la chaîne est égale à 


_ P kg, son accélération est x m/s. On obtient l'équation régissant 
le mouvement du centre de gravité de la chaîne : 


Ÿ Pr = (2x — 18) P, 


ou 
.e £ _ 
SET EE ne 
Il faut intégrer cette équation aux conditions initiales: pour 
= 0 &—= 10 20; 


Les racines de l'équation caractéristique sont k,,,—= + Ve : 


on cherchera la solution particulière de l'équation non homogène 
sous la forme u = À ; après substitution dans l’équation, on trouve: 
A =9 

Donc, la solution générale de l’equation est 


Ve V£ 


TL = Ceres à Ce 3 ae 9. 
L'application des conditions initiales donne 
Ci+C2+9=10, 


VE (c,—c)=0, 


d'où C,—C>=0,5. Ainsi donc, 

VE; Ve; 

e 3 + e J 
2 


TZ = 


+9=0+ch Ver. 
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Le temps pendant lequel glissera la chaîne toute entière est 
déterminé à partir de la condition: pour { = T', x = 18. Par consé- 
quent, 


ou 


En résolvant l'équation obtenue par rapport à T, on trouve 
T=——in(9+4V5) æ 2,176 5. 


Résoudre les équations: 
614. y" — 4y + 3y — es. Conditions initiales: y (0) = 3, 
y" (0) = 9. 


Réponse. y — _ (e5* + 22e + e*). 

615. y” —8y" + 16y = e“*. Conditions initiales: y (0) —0, y’ (0) = 1. 

Réponse. y == Le (x+2)e. 

616. y”—Gy” À 257 — 2 sin x + 3 cos x. 

Réponse. y —=e*" (C;-cos 4x + C;,-sin 4x) +— 25 ({4cosx+5sinx). 

617. y” + y — cos 3x. Conditions initiales : y (5 5 ) = —4, y" (5 }= 1. 

Réponse. y—= — Ticos x+4sinxz— + cos 3T. 

618. y” — Oy' + 8y — 3x? + 2x + 1. 

Réponse. y = Ciel + Coe2* + _. (2422 + 527 +41). 

619. 2y”—y"—1. Conditions initiales: y (0) —0, y’ (0) — 1. 

1 

Réponse. y — 4e" —r—4. 

620. y"+4y—sin2r+1. Conditions initiales: y(0)=— | 8 
y' (0) = 0. 

Réponse. y = sin 2x — _. (x-cos 2x — 1). 

621. y —4y' —2 sh 2x. 

Réponse. y = Ci + Cie“ — L (2 ch 2x + sh 2x). 

622. y" + 4y —cos 2x. Conditions aux limites : y (0) —y (=) = (. 


Réponse. y — _ (4x — n)-sin 2x. 
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623. y" + 3y° — 10y — ze ?*. 

Réponse. y = Cie?* + Cie + _. (1 — 127) ex, 
624. y—(ax+B) y" + afy — aezx + bebx, 

Réponse. y — Cieax + Cielx + — 5 (aecx — belx),. 
625. y"—y—zx-cos? x. 


Réponse. y — Cie” + Cie — _ x — Lx cos 2x + _ sin 2x. 
626. y” —9y° + 20y — r’ef*. 
Réponse. y— Cie + Coei* — (3 D Lx + 2x) € 
627. y" —y—2shzx. Conditions initiales: y (0) —0, y” (0) = 1. 
Réponse. y—z-chx. 
628. y” —4y = ch 2x. 
Réponse. y = Cie?* + Ce”? + _. .sh 2x. 
629. y”—2y'.cos + y —2sin zx:.cos . 
Réponse. y—=e*s®[C,.cos (x sin p) +C:-sin (x sin q}] +cosz. 
630. y" —2y" + 2y —<e*-.sin x. 
Réponse. y =e*(C;-cosx+C;-sin x) — _ ze. cos x. 
631. y’ +-9y—2sinzx-sin2r. Conditions aux. limites: y(0) — 
EL 
=y(5)=0. 


Réponse. y =+ cosz—+ COS 2x — + x Sin ST + 5 sin dt. 

632. Montrer que la solution générale de l’équation différentielle 
y” — m'y = 0 peut être mise sous la forme y = C,-ch mx + C, x 
x sh mx. 

633. Montrer que la solution générale de l'équation différentielle 


y" — 2ay" + (a? — PB?) y = 0 


peut être mise sous la forme y = e*.(C,;-ch fx + C,-sh Bzx). 

634. Déterminer la loi du mouvement d’un point matériel de 
masse m se déplaçant suivant une droite sous l’action d’une force 
de rétablissement orientée vers le point zéro et directement pro- 
portionnelle à la distance du point en mouvement au point zéro, 
si la résistance opposée par le milieu est nulle et que le point subit 
l'action exercée par une force extérieure F — À sin wt. 


Réponse. mr + az = ÀA:sin ot, zx = C, cos Bt + C, sin Bt + 
+ {sin ot, si o£p=y €, et z—Cicos ft+C, sin Bi — 
At : a 
— gp 05 Pé, S1 o=p=y + 


13—079 
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Appliquer dans les exercices 635 à 638 la méthode de la varia- 
tion des constantes arbitraires. 


n Î 


2 : Î 
Réponse. y = C,; cos x + C, sin x + —7= C0S z-ln | cos x + 


1 { s ; = 
+ co8z— D + 75 sin z-arcsin (y 2:sin x). 
" ? 1 


Réponse. y —Cie-?* + Ces ++ e"2*.]n (4 + e2*) — ex Lex x 
X arctge*. 
637. y” + 4y = cotg 2x. 


Réponse. y —C;cos 2x + C, sin 2x + _ sin 2x-In tg 2x. 
” x 1 z 
638. y COS ++ ycos + = 1. 


TL U A TZ LT 
= ee —.]n cos — 


Réponse. y-=Ci cos + + C2 sins +2rsins +4cos = >. 


639. Résoudre le problème 613 en prenant en considération le 
frottement de la chaîne au crochet : supposons que la force de frot- 
tement soit égale au poids de 1 m de chaîne. 

Indication. L'équation régissant le mouvement du centre 
de gravité de la chaîne est | 


18 TE gr —(18—7)g—g-1. 


Réponse. t= ÿs In (17+12V 2). 
= | 


; 5. Equation d’Euler. Une équation linéaire à coefficients variables de la 
orme 


they Hartley DE... Hanyz-y+any = f(x) (1) 
ou d’une forme plus générale 
(az + b}Mey00 Ha (ax +b)r yen b +... Han-y (ar +b)y'+any=f(x) (2) 
s'appelle équation d'Euler. Ici, a; sont des coefficients constants. 
Les substitutions x — et dans l'équation (1) et ax + b = et dans (2) trans- 
forment ces deux équations en équations linéaires à coefficients constants. 


640. Résoudre l'équation 


Ty" —2y + y = 0. 
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Solution. En posant z—et ou t—Inzx, d'où = et, 
on obtient 
r_ dy __ dy dt -t 
TT ar à dr 
" d =t dt ÿ -t\, mn. pe ; = 
= le" y) = (ye he" =(y—y)e* 


(les points désignent la dérivation par rapport à t). Alors,l’équa- 
tion initiale prend la forme 


ete #(y—y)—et.et.y+y=0, 
ou 
y —2y +y=0. 
L'équation caractéristique #4? — 2k + 1 — O admet les racines 
k, = k, = 1. Par conséquent, la solution générale est 


y = (Ci + Cothel, ou y=(C; +C;lnx)z. 
641. Résoudre l’équation 
(4x — 1)°ey" — 2 (4x — 1) y + 8y = 0. 
Solution. Posons 4r — 1 = e', alors 


“ont a yet 
dx= 7e dt, T = 4e | 
D'où 


Jar, 4e y, y'= 16e *(y—y). 
L'équation initiale prend la forme 


16e2t.e-2t (y — y) — 4.2et et .y + 8y 0, 
ou 


2y — 3y +y = 0. | 
L'équation caractéristique 2k? — 3k + 1 — O0 admet les racines 
kr = 1; k: = 3: Par conséquent, la solution générale est 


| | 
nee TC, ou y—Ci(4x—1)+CV 4r—1. 
642. Résoudre l'équation 
| y" — 2y + y = cos In zx. 
Solution. Posons x = e, alors 


t—=Inx, DE Te 9 . 


13# 
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on oblient 
’ _— e _t " _ .e e _o! 
y = yee", y = (y—y)e*. 


L'équation initiale prendra la forme 
y — 2y + y = cost. 
La solution générale de l’équation homogène est 
y = (C1 + Cat) e, 


TCiL. IV 


alors que la solution particulière de l’équation non homogène doit 


être cherchée sous la forme 
u = A cost +Bsint. 


Alors 
1|[u—Acost+Bsint 
+|—2|u" = —Asint+B cost 
{lu"— — Acost—Bsint 
Donc, 
u”" — 2u' + u = —2B cos t + 24 sin t = cost, 
d’où 


B—-—}, A—0. 


Par conséquent, la solution générale de l'équation initiale est 


y = (Ci + Cot) et — + sin, 
ou 


y=(Ci+Cilnz)r—+sin In x. 


Résoudre les équations: 

643. 2°y" — xy' + 2y = 0. 

Réponse. y = zx (C, cos In x + C, sin In x). 

644. x2°y” — 3zy + 3y = 3 1n° z. 

Réponse. y = Cix + Cor + + (9 In?x+241n x +26). 

645. 22y" + zy +y=sin(2lnr). 

Réponse. y—C;cosinxz+C;sinln z—+ sin(21nx). 

646. ay" + 3ay +y=—. Conditions initiales: 
y'(1)=0. 

Réponse. y==- (In x + 2Inx+2). 


y(1)=1, 
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647. 2" — Bay! + 4y = Tr. Conditions aux limites: y(1) = 


2 
Réponse. y — 5 x — re -In x. 


$ 4. Intégration des équations différentielles 
à l’aide des séries 


1. Applications des séries à la résolution des équations différentielles. Dans 
certains cas, lorsque l'intégration d'une équation différentielle s'avère impos- 
sible à l’aide des fonctions élémentaires, on cherche la solution de cette équation 
sous forme d’une série entière 


y= > Cn (zx — 7x0)". 
n=0 


On trouve les coefficients indéterminés C, (n = 0, 1, 2, ...) en substituant 

la série dans l'équation intéressée et en égalant entre eux les coefficients des 

mêmes puissances de z — zx, dans les deux membres de l'égalité obtenue. Si l’on 

arvient à déterminer tous les coefficients de la série, alors la série obtenue 
éfinit la solution dans tout son domaine de convergence. 

Chaque fois qu’on a besoin de résoudre le problème de Cauchy pour l’équation 

y = f (x, y) aux conditions initiales y| 9 = Yo, on peut chercher la solution 


à l’aide de la série de Taylor: 


X—X 


où 
: y (xo) : 
y= > — 7 Ex). 
n=0 


OÙ y (zo) = Yos Y° (xo) = f (Zo, Yo), alors que les autres dérivées y") (x,) se 
calculent successivement en dérivant l'équation initiale et en substituant, dans 
le résultat de la dérivation, à x, y, y’, ... les valeurs de x, yo, ys et de toutes 
les autres dérivées successives. En procédant de la même façon et en utilisant 
la série de Taylor, on peut intégrer aussi des équations différentielles d'ordres 
supérieurs. 

L'application de ces méthodes est illustrée par les exemples ci-dessous. 


648. Intégrer l'équation y” — x?y = 0. 

Solution. On va chercher la solution de cette équation 
sous forme de la série y = Co + Ci + Cor +... + Cor +. . 
En substituant y et y” dans l’équation initiale, on trouve: 

[2-1C0+3.2Csr +4-3Cix2 +... L(n+2)(n+1) Caux + ...]— 
— 2 [Co+Cixz+Cr +... +Cnr +...1=0. 


Regroupons les termes des mêmes puissances de x: 


2102-48-20 22 + D [(r + 4) (+3) Cné — Cn12"? = 0. 
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En égalant à zéro tous les coefficients de la série obtenue (pour que 
l'équation devienne une identité), on trouve: 


a tj D ER _{p : 
Co = C3 = 0 ; Coyse (n F3) (n +4) (n —=0, ST à 
Cette dernière relation permet de trouver successivement tous les 
coefficients du développement cherché (C, et C, restent arbitraires 
et jouent le rôle de constantes d'intégration arbitraires): 
Ca, Go 
1h 3.4.7.8 ...(4k—1)-4k * “RH 4.5.8.9 ... 4k (4k+1) ? 
Cunte = Cins3 = 0 (k —0, 4, 2, | 
Donc, on trouve 


Lee) 


y=C > 
k=0 


Les séries obtenues convergent tout au long de l’axe numérique et 
définissent deux solutions particulières linéairement indépendantes 
de l'équation initiale. 

En développant en série suivant les puissances de x intégrer les 
équations ci-dessous et définir le domaine d'application de la solu- 
tion obtenue. 

649. y + xy = 0. 


th _ ztRti 
3-4.7-8 ...(4k—1)4k + Ci 2 4.5.8-9 ...4k(4k +1) ‘ 
k=0 


x? xi xé 


x? 
Réponse. y = Co (1 = ro  oa dce ) —Ce ©? (la solu- 
tion existe sur tout l'axe numérique). 
650. y’ — x — 2y. Conditions initiales: y (0) = 0. 


Indication. En vertu des conditions initiales, poser 
C= 0. 
COQ CM 1 x 1% — 
Réponse. y= Ÿ ZT 7e 7 +3 (la solution existe 
n=2 
sur tout l'axe numérique). 
651. y” + xy° + y = 0. 
: … —1)n z2n 
Réponse. y =C 3.4.6... ?n +C, 


PM , (le domai- 
n=0 n=0 


1.3.5... (2n+1 


ne d'existence de la solution est représenté par l'axe numérique tout 
entier). 
652. y" — xy — 2y = 0. 
, su rèn ss r2nti : 
Réponse. U — Co > cn Ci » Dax In (le domaine 


n=0 n= 1 
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d'existence de la solution est représenté par l'axe numérique tout 
entier). 
653. y” + x°y — 0. Conditions initiales: y (0) = 0; y’ (0) = 1. 
Indication. En vertu des conditions initiales, poser 
Co — O, C — 1 


; EN (— 1)" rân+i : ne 
Réponse. y à T589..-4nGn 41) (le domaine d'existence de 


n 
la solution est représenté par l'axe numérique tout entier). 

654. Intégrer d’une manière approchée à l’aide de la série de 
Taylor l'équation y’ — x? + y?, si y (0) — 1, en prenant les six 
premiers termes différents de zéro du développement. 

Solution. On déduit de l'équation et des conditions ini- 
tiales : 

y" (0) = 0? + 1° — 1. 


En dérivant l'équation donnée, on trouve successivement : 
y” _ 2x + 2yy', y” — 2 —- 2y'* + 2yy”, 


1," 


y = Gy'y" + 2yy”, yŸ = Gy"* + Sy'y" + 2yy'". 


En posant x = 0 et en utilisant les valeurs y (0) — 1, y’ (0) = 1, 
on trouve successivement : 


y" (0) = 2, y”"(0) —8, ylV(0) = 28, yY(0) = 144. 


La solution cherchée est de la forme 
> 2r° 8x3 28rt 144xs , 
D pal an À op 


655. y” — x + y?, y (0) — 0, y’ (0) — 1. Trouver les quatre 
premiers termes différents de zéro du développement. 
Solution. En dérivant l'équation y” = x + y?, on a 
y" = 1 + 2yy', y = 2yy" + 2y'?, y = 2yy”" + 6y'y, 
VE = QyyiV + Sy'yV + GE. 
Pour x — 0. on obtient: 
y (0) = 0. y’ (0) —1, y” (0) —0, y” (0) = 1, 
yiV (0) = 2, yY(0) = 0, yVi (0) — 16. 
La solution est de la forme 
2x4 1675 


3 x$ Fe 3 
QE + + 


656. y' = z°y + y, y (0) — 1. Trouver les quatre premiers 
termes différents de zéro du développement. 
z 3x7 17x38 


Réponse. 7 HG D NE se 
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657. y" = x + 2y?, y (0) = 0. Trouver les deux premiers termes 
différents de zéro du développement. 

Réponse. y= + +... 

658. y” — xy? = 0, y (0) = 1, y’ (0) — 1. Trouver les quatre 
premiers termes différents de zéro du développement. 


e z rt 
Réponse. y —1 +++ ie. 


659. y” = 2x — y. Conditions initiales: y (0) = 2. Trouver la 
solution précise. 
L z x? z$ zi _. 
Réponse. y=8(1— + Fo ap dar …]+2(—1)= 
= 4e +2(x—1). 
660. y” = y° + x. Conditions initiales: y (0) = 1. Trouver les 
cinq premiers termes du développement. 
4 
Réponse. y—=1 +r+ ++ + 7 
661. y” — (2x — 1) y — 1. Conditions initiales: y (0) = 0, 
y" (0) = 1. 
; _.. I di +. Un 
Réponse. Y=z— Er + sx —571—... (les dérivées 
successives pour xz--0 sont liées par la relation de récurrence 
1 P = — y) L'Inyer), 


2. Equation de Bessel. Une équation différentielle linéaire à coefficients 

variables de la forme 
2°y" + ay + (x — y = 0 (À = const) (*} 

s'appelle équation de Bessel (au même type se ramène l'équation z?y” + zy’ + 
+ (mx? — A3) y = O par la substitution mx = E). . : 

On cherchera la solution de l'équation (*) sous forme d une série entière 
généralisée, c'est-à-dire sous forme de produit d’une certaine puissance de 
z par la série entière: 


y= ar (apart apr? + ...)= D apzrtk, (FF) 
k=0 


En substituant la série entière généralisée dans l'équation (*) et en égalant 
à zéro les coefficients de chaque puissance de z dans le premier membre de 
l'équation, on obtient le système 


zr (r2— 2) ap = 0. 
zrtl |[(r+1)2—A2]ea =0, 
a+2 |[(r+2)2— 22.02 + a9=0, 


En considérant que &, = 0, on déduit du système donné r1,2 = “À. Soit r, — À. 
On déduit alors de la seconde équation du système a, — 0, et de l'équation 
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[Cr + k)3 — X?] a, = —ar_, en donnant à k les valeurs 3, 5, 7, . . ., on conclut. 
QUE ag = 45 = a =... — ayp+1 — 0. Pour les coefficients pairs, on obtient 
les expressions 
_ — 9 ne — Go _ ao 
1-22 AT E44  GAHD(A+2)1.2.2° "7" 
do h-2 (—1}8#1 | 
k 2.4.6... 2k(2A +2) (2À F4)... (24 +2) 


MT LE 
En substituant les coefficients trouvés dans la série (**), on obtient la solu- 
tion 
NS PRES PE NES 
y ()= 207 [1 2 (21-452) ‘ 2:4.(24 F2) (24 +4) 


16 
7 2.4.6 (2À +2) (21 +4) (21 +6) + …]= 
e 4h LÀ + 2R 
ES _— 
2 SET +1) (+2)... (A+) 
où le coefficient a, reste arbitraire. 
Pour r, — —à, tous les coefficients a, sont définis d'une manière analogue 


seulement dans le cas où À n’est pas un nombre entier. On peut alors obtenir læ 
solution en faisant substituer —À à À dans la solution précédente y; (x): 


A -À r? RE 
ya (x) = 40-x Us + 2.4(— 27 + 2) (—2À +4) 
z6 ne 
7 2:4.6(—21+2)(—21+4) (—2À+6) + Je 


=. (—4yh gs Ath 
"+ BR RI(— RH A)(—A 4). (—A HR) 


Les séries entières obtenues convergent pour toutes les valeurs de zx; on s’en: 
convainc aisément en appliquant le critère de d'Alembert. Les solutions y; (x) 
et y, (x) sont linéairement indépendantes car leur rapport n est pas constant. 


La soluti Itiplié | tante a = ———— est appelée- 
olution y,(xr) multipliée par la constante a, AT A+1 pp 


fonction de Bessel (ou fonction cylindrique) de première espèce d'ordre À que l’on: 
désigne par le symbole J, (x). La solution y, est désignée par J'_; (x). 
Par conséquent, la solution générale de l'équation (*) pour À non entier est. 
de la forme 
y (x) — Ci Jr (x) + Co Tr (x), 


où C. et C; sont des valeurs constantes arbitraires. eo 
Dans le choix généralement adopté de la constante a, participe l'ainsi appe- 
lée fonction gamma T (À + 1) qui est définie par l’intégrale impropre: 


T (A) = | e*rh-lgz (A0). 
0 


La fonction gamma possède les propriétés essentielles suivantes: 
1) T(AHA4)= AT (), 
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2) No (r est un nombre naturel); 
pr (5 ) = Vr. 


On peut montrer que, pour À égal à la moitié d'un nombre impair, la fonc- 
tion de Bessel s'exprime par des fonctions élémentaires, car, dans ce cas, la 
fonction gamma figurant dans la définition de la fonction de Bessel 


RE > Ed — 
24. (2+ 1) 0 A+ 1) (A 42)... (A HE) 


s À À +2k 
= 2 ATEN kIT(A+k+1) (+) j 


[le produit (À + 1) (À + 2)...(A + k) T'(A + 1) est remplacé, en vertu de 
la propriété 1, par l'(AÀ + k . 1)] prend les valeurs suivantes: 


O0 C0 
(+)= | eX.x71/2 dr = 2 le e-t? dt = 2 2. V5 V7 
0 0 


{on a utilisé ici la valeur de l'intégrale de Poisson); 


(=) (HE Ve 


On peut écrire la fonction de Bessel J;, pour À = n (un nombre naturel), 
d'une manière plus courte: 


PR CULRRES 2h+n (De | z \2k+tn 
ne 3 KIT (R+k+1) (5) -> k! kT(RHK)! (5) ‘ 


Pour À entier négatif, la solution prie ne s'exprime pas par la fonc- 
tion de Bessel de première espèce et l'on doit la chercher sous la forme 


Ka(z)=J,{(z)-Inr+zrr. ÿ bnrk. 
k=0 


En substituant cette expression dans l’équation (*), on détermine les coef- 
ficients b,. La fonction K, (x) multipliée par une certaine constante est appelée 
fonction de Bessel de seconde espèce d'ordre n. 


662. Trouver la fonction de Bessel pour À = 0. 
Solution. En utilisant l'égalité 


(4 2R+A 
J', (x) = > RITUERkET (3) 
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pour À—0, on cPRÈRE 


4 (—1)h z 2h < (—1)her2h 
de > kIT (+1) (5) — 7 


C Lu ah Tr? TA 
= }, ER (KR D2 1 rt 42.(1-2)2 7 43(1.2.3)2 L 5 7e 
k=0 


663. Résoudre l'équation _ + xy" + (z° — +) y = (. 


Solution. Vu que À — En la solution générale de l’équa- 


tion est de la forme 
y = Cidipe + Cod -170 


4 


ou 


a L A Es 
TT (5 L : 7312438 TAGS En 
3 
2 1 x! ) 2 sinzx 
— —— 3] PET =, e — / Pt e, —— © 
On obtient de la même façon J'_,,2 = CALE 
ee V'z 


Par conséquent, la solution générale est 
= Z(Ci-sin x + Co-cos x). 
664. Trouver J, (zx). 
Ré Fe)= 2 (4 27 ) 
eponse. (= —TLTILLE . 
665. Résoudre l'équation 22y"+2y" + | #7) y=0. 
; 2 2 z4 
Réponse. = [cr (1-5 5253...) +Cr Ex 
z° x 
x(1+2r-5rt)]. | 
666. Résoudre l'équation x?y” + xy' + (#7) y = 0. 


RTE ET 
_ 3 
ou }+0(5 TS 


5 kir(£+x+t) 


O0 | 
—1\k.-2kh 
x Y ( à T | 
pars eIT(S+k+1) 
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$ 5. Systèmes d'équations différentielles 


1. Système normal d'équations différentielles. Un système d'équations dif- 
férentielles de la forme 


dz 
fi (£, Ti; To; .….. Zn)» 
dz 

PT: = fo (4, Tis Las es En); 


{ TA = fn (t, Zis Zos ..., Zn) 


OÙ Zjs Toy + + + Zn SONt des fonctions inconnues d'une variable indépendante ft, 
est appelé système normal. 


Si les seconds membres d’un système normal d'équations différentielles sont 


des fonctions linéaires par rapport à x1, 22, . . ., t,, alors le système d'équations 
différentielles est dit linéaire. 


Parfois, on parvient à ramener un système normal d'équations différen- 
tielles à une seule équation du n-ième ordre ne contenant qu’une seule fonction 
inconnue. La réduction d’un système normal à une seule équation peut être 
obtenue en différentiant une des équations du système et en éliminant toutes 
les inconnues, à l’exception de l’une d'elles (méthode dite d'élimination). 

Dans certains cas, en combinant les équations du système, on arrive, après 
quelques transformations peu compliquées, à obtenir des équations aisément 
intégrables (méthode dite de combinaisons intégrables), ce qui permet de trouver 
la solution du système. 


667. Résoudre le système d'équations différentielles 
dr _., dy 
di Pr ee 
pour les conditions initiales: x (0) —2, y (0) =0. 
Solution. Dérivons par rapport à t la première équation 
+; en éliminant et y de l'équation obtenue, on 


a 7 —27—0. Les racines de l'équation caractéristique k2—2—0 


seront k— +2. Par conséquent, la solution générale pour x est 
de la forme x=-CietV?+ Ce-tV2. 
On trouve la solution générale pour y à partir de la première 
équation : 
Er =C, (V2—1)a V2 c,(V2+1)e-tV2. 


Faisons appel aux conditions initiales pour trouver les constantes 
arbitraires : 


Ci+C2=2, V2(Ci— Co) — (Ci + Ca) =0. 


2—7V2 
Gr 


D'où 
_ V2+2 


? 
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Donc, la solution particulière est de la forme 
_(V2 V& V2\ ,vz 
z=(L£+i)e + ( —<) e . 
= ve e! V2 V2 -tV2, 


668. Résoudre le système déni différentielles 
dr z dy y 
t  2x+3y dt  2r+3y 
dont les conditions initiales sont: x (0) —1, y (0) = 


Solution. Première combinaison intégrable : divisons la pre- 
mière équation par la seconde : 


d'où 
Inzx—Iiny+incC:, 
c'est-à-dire 
z = Ci'-y. 
Seconde combinaison intégrable: additionnons la première et 
la seconde Sie respectivement doublée et triplée : 


+341, ou 2dr+3dy—dt, 
c’est-à-dire 
2x - 3y = t + Ce 
On déduit du système d'équations zx —C1y, 2x+3y =t+0C; la solu- 
tion générale du système : 
_, C1 (t+ C2) _ t+C 
2Ci+3 ” 2C1+3° 
En utilisant les conditions initiales, on obtient 
| GC. 9 Cr 


D'où Ci=., 0: 
1 
D» 


C:—=8, on trouve les solutions particulières vérifiant les conditions 
initiales : 


En substituant dans la solution générale les valeurs C, — 


1 1 
z=5t+1, y=ri+2. 
669. Résoudre le système n équations différentielles 


dx dz 
Sr = 2) æ — 22, 7 =2Te 
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Solution. Dérivons je . à t la première équation : 


nl 


_. FI 
en éliminant de l'équation obtenue, on trouve 
d?z 
PA = 4z, 


Dérivons encore une fois par rapport à £{ l'équation du second 


ordre obtenue : 
z 7,9 
dti _ dt” 


En éliminant _ , on obtient 


dx 
ns —8x—0, 


c'est-à-dire nous sommes arrivés à une équation à une seule fonction 
inconnue. Après avoir résolu cette équation linéaire homogène du 
troisième ordre, on obtient 


z = Cet + e”t (Ce cost V 3+ Cysint V 3). 


La solution générale pour y s'obtient de la première équation : 
y = LL [2Cie2t — e”t (Cc costV 3+C;sint}3)+ 
Let.V 3(C;costV 3—C,sintV3)], 


Ou 
y= Cet + Let [(C 34 C)costV3—(C,V3+ Cs)sin V3]. 


On déduit z de la seconde équation : 


+ et|(C:V 3+C2)costV 3—(CV3—Cs)sintV 3]. 


RSAQuasE les systèmes d'équations différentielles : 


670. —2r+y, * —zx—+2y. Conditions initiales: x(0)=1, 
y0=3. 7 

Ré me z==2et— et, y—2et Let, 

671. À —4r + 6y, % —2r+3y+t. 


 . = Ci Cast (7t+2), 
y = + Ci++ Cret + (A4 —3— 1). 
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dx st dy __o at 
672. ee cl 26 —z. 
: L 1 
Réponse. x—=Cie' + Cet + z<", 


y—= — Cie! + Cse”t ++ . 
673. y = ee — 2,7 = e* + y. 
Réponse. y = C;,cosz + C,sinxz +shz, 
Z = RE 
we TE =y+t, = D=zet. Conditions initiales: æx(0)—1, 
y (0) — 
FA = . (3e! + 5e7t) + + te — 1, 


= (et et) Hot t. 


Or — Fer à TR — PRE Conditions initiales: zx (0) = 


y (0) — 
Réponse. z=+t+2, y=+t+a. 
676. Ir +y+cost, | ppadiin 


Réponse. x —(Ci+Cit) e' ++ — Cost, 


fS ({—t)—Cilet —2 cost? sin t. 


4. 


677. # D 2 (+ y), = Dr + y. 

Réponse. rit. y = 3Cie?t — Ce”, 

678. + ŸE —1, UC 

Réponse. 2=+ +8 2 

679. _ == 2 + xy, _ L = xy + y2. 

Indication. Examiner deux combinaisons  intégrables: 


1) additionner les équations ; 2) diviser terme à terme la première 
équation par la seconde. 


Réponse. x — EE y — SE ONE 
: (A+Ci)t+ Co : 
dx 24 
dx 


En +2r+y= het. 
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: 5 3 
Réponse. x — Cie peer, 


4 9 
un: Gt { 
y = Ce mi: Cie DO 7-8 e": 


dèzx D ŒYy er … 
681. mr m?y = 0, m?z —0. 


dt2 
mV2 = = 
Réponse. x=e * ! (Cicos AE t+ Cisin AE t)+ 
_mV3 ” - 
Le ? (ces V2: + Gi sin — +), 


2 2 
mV2 = 
_ t 
+e 2? (Cicos V2: cs sin ne t) 
GgQ, À EE dy de 7 
* dt  _ z2+y2+z 7 dt  a2+y2+z 7 dt  z2ty2+z2" 
Réponse. 
= ir re CURE) vs Cu) 
1+Ci+ CS ? 1+0C5+ Ci 1+ C2+ C3 


—_ 


2. Résolution des systèmes d’équations différentielles linéaires homogènes 
à coefficients constants à l’aide des matrices (méthode d’Euler modifiée). Soit 
donné un système de r équations différentielles à r fonctions inconnues dont les 
<oefficients sont constants: 
dx 
dt 


dx 
| de = G2iTi F Aooto +... Hdontn, 


1 
= 41171 + @yoto +... aintn, 


dx 
U FT = Gn174 + En2To À... FannTn. 


Le peut recopier ce système sous forme d'une équation différentielle matri- 
<ielle 


dX 
y = A’À. 
Ici 
dz; 
x. dt | 
ji 12 - + Gin Fe 
2 
ai og ... En To dX “dt 
A= » À = | , ——= : 
De d'ou Ra né : dt , 
Ani Œn2 --. nn Zn de. 


g_— 
& 
LS 

Les 
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On cherchera la solution du système sous la forme 
T1 = pret, Lo — paeht, . ee Tn — Pneit. 


En substituant les valeurs de z,, x2, . .., x, dans le système d'équations 
différentielles, on obtient un système d'équations linéaires algébriques portant 
SUT Dj, Pos + + + Pn! 


(&y1 — À) pi + aiope +... +ainPn =0, 
GoyP4 + (a22 — À) pa +... aonPn =0, 


An1P1 + Gn2Pa +... + (ann —À) pr =0. 
Le système doit admettre une solution non nulle, c’est pourquoi, pour déter- 
miner À, on obtient une équation du n#-ième degré 


dii — À &io ee Gin 


Goi Ago — À Ses on 


Gn1 An2 ... nn —À 


La dernière équation est l'équation caractéristique de la matrice À et, en 
même temps, l'équation caractéristique du système. 

Supposons que l'équation caractéristique admette n racines distinctes: 
Ms os + + + An qui Sont les nombres caractéristiques de la matrice À. A chacun 
des nombres caractéristiques on met en correspondance son vecteur propre. 

Soit À, un nombre caractéristique auquel il correspond un vecteur pr 


opre 
(pu, Pahks + + Pnr), Où k = 14, 2, ..., n. Alors, le système d'équations di- 
érentielles possède n solutions: 


la premiere solution correspondant à la racine À = À, est: 


Ait Ait Ait. 
Ti11 — P11€ Le To — Poe Scie Tni— Pni°e ne 


la deuxième solution correspondant à la racine À = À, est: 


dot dot dot . 
Z19—=pP490 7, Zoo = Pose” , 2€: 


+. Tn2 — Pnot 


la n-ième solution correspondant à la racine À = À, est: 
Tin = Pine"!, Ton — Pont . .. Znn = Pnne". 
On a obtenu un système fondamental de solutions. La solution générale du 
système est : 
T= City Como +... +Cntin: 
To = Cite + Cotoo +... + Cnton, 
Tn = Citni+ Coïn2 + ... +Cnznne 


Les cas des racines complexes et multiples sont examinés dans les exemples 
ci-dessous. 


683. Trouver la solution générale du système 
dz 
| — = 721 +32, 
FE — Gr, + 4Lo. 
14—079 
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Solution. Formons l'équation caractéristique de la matrice 
du système 


T—Xh 3 
6 A4—X 


Les racines de cette équation À, = 1, À, = 10 sont représentées par 
les nombres caractéristiques de la matrice. 

Pour À = 1, les équations servant à déterminer le vecteur propre 
sont de la forme (7 — 1) p, + 3p, = 0 et 6p, + (4 — 1) p, = 0 
et se ramènent à une seule équation 2p, + p, = 0. Cette dernière 
définit le vecteur (4; —2). 

Pour À — 10, on obtient les équations (7—10) p, + 3p, = 0, 
Gp, + (4—10) p, = 0, ou p, — ps = 0. Cette équation définit le 
vecteur (1; 1). 

On obtient le système fondamental de solutions: pour À = 1, 
Zn = € et za = —2%et; pour À = 10, x, = elt et x, — el0t. 

La solution générale est 

2 = Cet + Cuelt, x, = —920Cet + Cet. 


684. Trouver la solution générale du système d'équations 


= 0, ou À? — 114 + 10 = 0. 


dx 
7 = 6x —12y—2, 


d | ; 
_. = X— 3y—2, 
Eee —4z+ 12y+ 3. 


Solution. Formons l'équation caractéristique de la matrice du 
système : 
G—X —12 —1 
1 —3—X —1|—0. 
— 4 12 3— À 
En explicitant, on trouve 
(6 — À) (A? — 9) — 48 — 12 + 12 + 4X + 72 — 127 + 36 — 121 =0, 
ou finalement 


A3 — GA? + 11A — 6 = 0. 


Cette équation admet les racines À, = 1, À, = 2, À3 = 3. 
Déterminons les vecteurs propres de la matrice À. 
Pour À = 1, on obtient le système d’équations 


9pPs—12P2— ps=0, 
Pi— 4Pe2— Ps=0, 
— 4 ps + 12p2 + 2p3 0, 
dont l’une se déduit des deux autres. 
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Prenons, par exemple, les deux premières équations: 
9P1 — 12pP3 — Ps = 0, 
Pi — #P: — Ps = 0. 


D'où 
—12 —1 5) 1 
== k — 8k, = — -k = 4k, 
_i sis : “| ue 
D —12 
— k— —8k 
Ps 1 —4 | 
En posant ET, on obtient le vecteur propre (2; 1; —2). 


Pour À —2, on a le système 
4 pa — 12Pa — ps = 0, 
Pi— SP: — Ps — 0, 
— 4 ps + 12pe + ps = 0. 


En utilisant de nouveau les deux premières équations (la troisième 
est une équation dépendante), on trouve: 


19 1 & 1 
= HR D k— 
P: 256 =, Pe |; Lit 3k, 
4 —12 
— .k — — 8k. 
P3 4 5 


En posant k = 1, on trouve le vecteur propre (7; 3; —8). 
Pour À = 3, on a le système 


3 Pa — 12p2 — Ps =0, 
P1 — 6 p2 — ps =0, 


— 4p; + 12p: = (,. 
On déduit de la dernière équation p, = 3p,. Substituons cette 
valeur de p, dans la première équation, d’où l’on trouve p;, == —3p.. 


En posant p, = 1, on obtient p, = 3, p,; — —3. Le vecteur propre 
est (3; 1; —3). 
Le système fondamental de solutions .est : 


te — Opt 1 
pour AM =1:zx,; = 2e, Ta = €}, Toy = —2e*; . 
pour À, = 2: 2, = 7e, 2, = 3e, zu = —8e°!; 
pour À — De T3 — 3e5!, Log — est, Ts3 —= —3est. 


La solution générale s’écrit sous la forme 


Ti = LS —- 7C; et + 3Cseï!, 
zo = Cie! + 80e + Ce, 
T1, 20e "8C, et — 3Cet. 


149 
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685. Trouver la solution générale du système d'équations 


7H — 4Ti — IL 
d 
ee — Jti + 42. 


Solution. Formons l'équation caractéristique de la matrice 
du système : 


4—A —3 
| 3 le 
(4—)=—9, A—4= Hi, A4. 


Déterminons les vecteurs propres. 
Pour À, = 4 + 3i, on obtient le système d'équations 


Sipi Eu 3Pa — 0, 
3pP1 + Sips = 0. 


Donc, p, = ip,. En faisant p, = 1, on obtient p, = i. Le vec- 
teur propre est (1; à). 


Pour À, — 4 — 3i, on obtient le système d'équations 
— Sip— 3p; = 0, 
3P4 — IiPe —0. 
D'où l’on trouve le vecteur propre (1; —i). 
Le système fondamental de solutions est: 
pour À, = 4 + di: 
Lys = HS — et (cos 3t + i sin 36), 
Los = ie ES — eit (— sin 3t + i cos 3t) ; 
pour À, —= 4 — 3i: 
Zyo = 64-80 — et (cos 3 — i sin 36), 
Zoo = €% (—sin 3t — i cos 3f). 
Ainsi, on obtient la solution générale 
z = Cie (cos 3t + i sin 36) + Cet (cos 3t — i sin 36), 
ze = Cie (—sin 3t + i cos 3t) + Cet (—sin 3t — i cos 36), 
c'est-à-dire 
a = € [(C, + Ci) cos 3€ + (C, — Ci) i sin 3], 
ze = M [—(C, + Ci) sin 3€ + (C1 — Ca) à cos 34]. 
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En posant C; + C: = CT, (C1 — C2) i = C5, on obtient 
2 = et (CŸ cos 3t + C$ sin 3t), 
2, = ef (—CŸ sin 3t + Ci cos 3t). 


On peut trouver la solution générale d’une autre manière. Pour 
ce faire, dans les solutions correspondant à l’un des nombres carac- 
téristiques complexes, il faut séparer les parties réelle et imaginaire 


(le nombre caractéristique conjugué ne sera pas examiné): 
eatsht — dt ,cos 31 + ieït .sin 34, 
ietat3t — __eit sin 36 + iett.cos 3t. 


On obtient deux solutions particulières linéairement indépen- 
dantes : 


Zu = 64 .cos 86, Ze, = —et.sin 3f, 
Zio = Eftesin 3, 2, — e%.cos 3. 
La solution générale est 


Citun + Coins Lo = Citn + Coton 
c'est-à-dire 
x = et (C, cos 3t + C, sin 36), x, = e4 (—C, sin 3€ + C, cos 36). 
686. Trouver la solution générale du système d'équations 


TS — Li — Lo. 


Solution. Formons l'équation caractéristique 
1— A O0 —1 
1 — À 0|—0, 
{ —1 —À 
ou 
(4 — À) (1 + À) = 0. 
Les nombres caractéristiques sont: À, = 1, À =i, Àg = —i. 
Pour À = 1, afin de déterminer le vecteur propre, on obtient 
le système d'équations 
— Ps =0, 
Pi — P2 —=0, 
Pi — P2 — Ps —0. 
Ce système définit le vecteur propre (1; 1; O). 
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Pour À = i, on obtient le système d'équations 
(1 — à) ps — ps =0, 


Pi— ip: = 0, 
| Pi — P2 — ips — 0. 
Ce système définit le vecteur propre (1; —i; 1 — à). 


Le vecteur propre correspondant au nombre caractéristique 
À = —i ne sera pas examiné. 
A la valeur À — 1 correspondent les solutions 


Zn =, Zu =e, xy = 0. 
. À la valeur À — i correspondent les solutions 
et = cost +isint, —iet = —sin { + icosé, 
(1 — i) et — (cos ? + sin t) + à (sin é — cos t). 
En séparant les parties réelles, on obtient les solutions 
To = COSÉ, Too = —SiNt, Lo = COS £ + Sin é. 
En séparant les parties imaginaires, on trouve les solutions 
L13 = Sin, Los = COST, Las —= Sin é — COS t. 
La solution générale est 
rm = Cie! + C, cos t + C;sint, 
z, = Cie — C,sint + Cscost, 
Za = C, (cos à + sin t) + C4 (sin { — cos b). 


687. Trouver la solution générale du système d'équations 


Solution. Résolvons l'équation caractéristique 
9—À —1 
1  3—2 
en explicitant, on trouve (5 — À) (3 — À) + 1 = 0, ou À? — 84 + 
+ 16 — 0. Par conséquent, À, = À, = 4. 
Si À, est une racine de l’équation caractéristique d’ordre de mul- 
tiplicité m, alors, à cette racine il correspond la solution 
T1 = Palt)ent, za = pa(t)eMt, ..., Zn = Pn () eh, 


OÙ Pa (fé), Pa (t), - .., Pn (t) sont des polynômes de degré non supé- 
rieur à Mm — 
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Donc, à la racine double À = 4 il correspond la solution 
Ti — eit (ait + &o); La — e4t (b,t nu b;). 
Dérivons zx, et 2: 


— ayett + 4 (ait + a2) eff, . —= bieft L4 a + b,) eff. 


LEZ 
dt 


dx 
Substituons les valeurs de x, 2, J 


d'équations. En simplifiant par e‘, on obtient a 
di + 4 (ait + a2) = 9 (ait + ae) — (bit + bi), 
b, + 4 (bit + b,) = at + a, + 8 (bit + bi). 
En égalant les coefficients de £ entre eux et les termes constants 
entre eux, on obtient les systèmes d'équations: 
4a; —5ai — b4, ai Aa = 50: — be, 
4b, = a; + 3b:, bi + 4b: == a + 302. 
D'où il vient 


dans le système 


a; = b,; Ga — bo = 4 = b,. 


En posant a, = C,. as = C: (C; et C, sont des constantes arbitrai- 
res), on obtient b, = C;,, b, = C, — C;. Par conséquent, 


mn = 4 (Cit + Ci), 2 = ef (Cit + Ca — Ci). 


Ce système peut être résolu d’une manière plus simple en appli- 
quant la méthode d'élimination. En effet, on exprime zx, à partir 
de la première équation, on dérive LORD trouvée et l’on subs- 


titue ensuite les valeurs de x, et { — dans la seconde équation. Par 


suite, on obtient une équation linéaire homogène du second ordre 
par rapport à x;,. On recommande au lecteur de résoudre le système 
donné par la méthode d'élimination. 

688. Trouver la solution générale du système 


dx: … 

dt sa — AT, 
ns 

dt 1 


Réponse. x, = Cie + Cet, x, = Cie" — Cie. 
689. Trouver la solution générale du système 
{ dx! 
na = — TL + Lo + Ts, 
7. = Li — Lo + La, 


= Li + Lo TT. 
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Réponse. x, = . + Cie + Ce”?!, 
z, = Cet + Cie — Certt, 
— he un 2C, Et. 


T3 
690. Trouver la solution générale du système 


dx 
dTo 
| HO =U+T 


Réponse. x, = 20e! — 4ACe-#, x, — Cie + Cest, 
691. Trouver la solution générale du système 


dx: 

TH “TT + Ts, 
dx 

Re = T2 Ts 
dt 

PE — 27 — Lo. 


Réponse. x, = Cet + Cie + Cet, 
2, = Cet — 3C&*, 
za = Ciel + Cet — 5Ce t. 
692. Trouver la solution générale du système 


| = 127 — 5x, 


| 2 — OT + 12%. 


Réponse. z, = e!?* (C; cos 5t + C, sin 5t), 
x, = el (—C, sin 5f + C, cos 5t). 
693. Trouver la solution générale du système 


1% ie di ZT, 


Réponse. x, = 20, cos t + 2C, sint, 
Zoe = (C — Ci) cos t + (C; + Co) sin t. 
694. Trouver la solution générale du système 
[ A — — 15x, — 6x, + 1673, 
_ 


= — 157, — 7x + 1873, 


dt 
es. = — 19z; = OT + 213. 
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Réponse. 
x, = 20e! + 2 (4C3 + C,) cos t — 2 (4C, — Ca) sint, 
ze = —2Cet + 3 (5C, + 3C3) cos t + 38(5C:—83C,)sint. 
za = Cet + (7Cs + 113) cos t + (7C3—11C,) sin é£. 
695. Trouver la solution générale du système 
[ æ (a+1)rz— 
| dt 7: y; 
dy 
| 7 =z+(a—1i)y. 


Réponse. x = e% (Cit + Ci), y = et (Cit + Co — C;). 
696. Trouver la solution générale du système 


dz 

dt —T— 4y, 

dy 

TT = TZ + y. 
Réponse. x = —2et (C, sin 2t — C, cos 21), 


y = et (C, cos 24 + C, sin 26). 
697. Trouver la solution générale du système 


dy _ 
| TH — 4x —y. 


Réponse. x — et (Cit + C;), y = ef (C; — 2C; — 20Cit). 


CHAPITRE V 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES PROBABILITÉS 


$ 1. Evénement aléatoire. 
Fréquence et probabilité d’un événement aléatoire 


On appelle événement aléatoire un événement qui peut arriver ou peut ne 
pas arriver en présence d'un ensemble de conditions liées à la possibilité de 
réalisation de l’événement considéré. 

Les événements aléatoires sont désignés par les lettres À, B, C, ... Chaque 
fois que la présence de l’ensemble de conditions susmentionné est assurée, on dit 
que l’on assiste à une épreuve. Le nombre des épreuves peut augmenter indé- 
finiment. Le rapport du nombre m d’arrivées de l'événement aléatoire À con- 
sidéré dans une série d'épreuves donnée au nombre total d'épreuves n de cette 
série est appelé fréquence de réalisation de l'événement À dans la série d'épreuves 
‘examinée, ou tout simplement fréquence de l'événement À que l’on désigne 


par P (4). 
Ainsi, l'on a P (A) = —. 


La fréquence d'un événement aléatoire est toujours comprise entre zéro 
et un: 


- 


0O<P(4A)<1. 


Les événements aléatoires qui peuvent être réalisés en différentes séries 
d'épreuves homogènes (à condition que le nombre d'épreuves dans chaque série 
soit suffisamment grand) jouissent de la stabilité de leur fréquence, ce 
qui signifie que la fréquence de tel ou tel événement aléatoire varie très peu 
d'une série d'épreuves à l’autre. 

C'est justement ce fait qui nous permet d'appliquer les méthodes mathé- 
matiques à l’étude des événements aléatoires en assignant à chacun d'eux sa 
probabilité représentée par le nombre (qui, généralement parlant, n’est pas connu 
d'avance) autour duquel oscille la fréquence observée de l'événement. 

La probabilité d’un événement aléatoire À se note P (4). La probabilité, 
de même que la fréquence d’un événement aléatoire, se situe entre zéro et un: 
0O<P(A)<1. 

A un événement certain (c'est-à-dire à un événement qui doit arriver à la 
suite de chaque épreuve) on assigne la probabilité P (A) = 1. 

A un événementlimpossible (c'est-à-dire à un événement qui ne peut arriver 
à la suite d'aucune épreuve) on assigne la probabilité P (A) = 0. 

Dans les cas les plus simples, la probabilité d’un événement aléatoire peut 
être déterminée à l'avance (a priori). 

Cela peut se faire si, par exemple, les résultats possibles de chaque épreuve 
d'une série d'épreuves homogènes sont représentés par n (les seuls possibles) 
constituants (cas) incompatibles entre eux et équiprobables (cela signifie que 
ces » constituants excluent la possibilité de réalisation de tout autre résultat, 
que deux de ces constituants ne peuvent pas arriver en même temps et que la 
réalisation d’un constituant n’est point te favorisée que la réalisation d’un 
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autre). Si ces n cas uniquement possibles, incompatibles entre eux et 
équiprobables m cas sont favorables à l'événement 4, la probabilité de cet 
m 


événement est donnée par le rapport de m à n: P (A) = ER 

698. Une urne contient dix boules numérotées de 4 à 10. On 
tire au hasard une boule de cette urne. Quelle est la probabilité 
que le numéro de la boule tirée ne soit pas supérieur à 10? 

Solution. Etant donné que le numéro de n’importe quelle 
boule se trouvant dans l’urne ne dépasse pas le chiffre 10, le nombre 
de cas favorisant l'événement est égal au nombre de tous les cas 
possibles, c'est-à-dire m — n — 10 et P (4) — 1. Dans ce cas, il 
s’agit d’un événement certain. 

699. Une urne contient 15 boules dont 5 blanches et 10 noires. 
Quelle est la probabilité de tirer de cette urne une boule bleue ? 

Solution. Dans l'urne il n'y a pas de boules RE c’est- 


à-dire m = 0, alors que n — 15. Par conséquent, P (4) — _ — Ù; 


I1 s'agit donc d’un événement ‘impossible. 
700. Une urne contient 12 boules : 3 blanches, 4 noires et 5 rou- 
ges. Quelle est la probabilité que la boule tirée de l’urne soit noire ? 


Solution. Ici, m—= 4, n = 12, donc P (4) = À 1 


12 3° 
701. Une urne contient 10 boules : 6 blanches et 4 noires. On 
tire deux boules. Quelle est la probabilité que les deux boules tirées 
soient blanches? 

Solution. Ici, le nombre de cas possibles nr = Cîo=-—= 45. 
Le nombre de cas favorables à l'événement À est donné par l'égalité 
m=—C$,c est-à-dire m=+— 145. Donc, P(4)=7 =. 

702. On met en vente 2000 billets de loterie qui peuvent rap- 
porter les gains suivants : 1 billet, 100 roubles ; 4 billets, 50 roubles 
chacun ; 10 billets, 20 roubles chacun ; 20 billets, 10 roubles chacun ; 
165 billets, 5 roubles chacun ; 400 billets, À rouble chacun ; les autres 
billets sont vides. Quelle est la probabilité de tirer un billet qui 
rapporte un gain d'au moins 10 roubles? 


Solution. Ici m—1+4+10+20—35, n— 2000, donc 
m 35 


103. Une urne contient 20 boules numérotées de 1 à 20. Quelle 
est la probabilité de tirer de l'urne la boule n° 37? 
Réponse. P (A) — 0 (événement impossible). 
704. On jette une pièce de monnaie deux fois de suite. Quelle 
est la probabilité que l’on tirera face deux fois? 
Ré 1 
cponse. —. 


4 
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705. Une urne contient cinq boules numérotées de 4 à 5. Une 
autre contient le même nombre de boules qui portent les numéros 
de 6 à 10. On tire une boule de chaque urne. 

Quelle est la probabilité : 

a) que la somme des numéros tirés ne soit pas inférieure à 7? 

b) que la somme des numéros tirés soit égale à 11? 

c) que la somme des numéros tirés ne soit pas supérieure à 11? 


Réponse. a) 1; b) =: c) =. 


706. Une loterie comporte 1000 billets dont 500 gagnants et 
500 vides. On en achète deux. Quelle est la probabilité que tous les 
deux billets soient gagnants? 

Réponse. DR : 

1998 

707. Les élèves d’un groupe de 30 personnes ont reçu en composi- 
tion les notes suivantes : 6 élèves, très bien ; 10 élèves, bien ; 9 élèves, 
passable. Quelle est la probabilité que tous les trois élèves invités au 
tableau noir aient reçu une mauvaise note? 


Réponse. TR 


$ 2. Axiome de l’addition des probabilités 
et axiome des probabilités composées 


On appelle réunion (ou somme) de plusieurs événements aléatoires un événe- 
ment consistant en la réalisation d'au moins un des événements donnés. La 
réunion des événements A, A+, . . ., A, est désignée par 


Ai LAS E...EA. 


Si les événements réunis sont incompatibles (c'est-à-dire que deux de ces 
événements ne peuvent pas être réalisés simultanément), la probabilité de la ré- 
union de plusieurs événements est égale à la somme des probabilités des événements 
réunis (axiome de l’addition des probabilités): 


P(Ai+A42+...+ An) = P (41) + P (42) +... + P (4). 
L'événement consistant en la non-arrivée d’un événement aléatoire À est 
appelé événement contraire de l'événement À et se note À. La réunion des événe- 
ments À et À donne un événement certain et, vu que les événements À et À 
sont incompatibles, on a 
P(A)+P(4)=1, ou P(4)=1—P (4). 


Si une épreuve donnée peut avoir comme résultat un seul des événements 
incompatibles A1, A», - .., An, on dit que les événements A;, 4°, ..., Ah 
forment un ensemble d'événements appelé espace des événements de l'épreuve. 
Etant donné que la réunion des événements de l’espace des événements d'une 
épreuve constitue un événement certain, on peut écrire 


P(A)+ P(4s5)+...+ P (45) = 1. 


On appelle produit de deux événements aléatoires À, et À, un événement 
composé consistant en la réalisation simultanée ou successive de ces deux événe- 
ments. Le produit des événements 4, et À, est désigné par AA 


$ 2] AXIOME DE L'ADDITION DES PROBABILITÉES 221 


La probabilité qu’un événement aléatoire 4, se réalise sachant qu’un autre 
événement À, est réalisé constitue la probabilité conditionnelle de l'événement A: 
par rapport à l'événement 4, et se note P (4,/4;). 

La probabilité que deux événements A1 et À, se produisent en même temps est 
égale au produit de la probabilité de l’un d'eux par la probabilité conditionnelle de 
l'autre événement par rapport au premier (axiome des probabilités compo- 


sées): 
P (4142) = P (41)°P (42/41) = P (42)-P (41/42). 


Deux événements aléatoires 4, et À, sont appelés indépendants si la probabi- 


lité conditionnelle de l’un d’eux par rapport à l’autre est égale à la probabilité 
inconditionnée de celui-là: 


P (42/41) = P (42). 
Cette assertion vérifie les égalités ci-dessous: 


P (42/41) = P (43/41) = P (42); 
P (41/4 ») = P (41/4 2) = P (Ai). 
Pour des événements indépendants, la probabilité qu'ils se réalisent en même 
temps est égale au produit de leurs probabilités: 
P (4142) = P (41)-P (43). 


La réalisation simultanée de n événements 4;, 42, . .., A, (remarquons 
qu'elle est déterminée d’une façon analogue) est désignée par 4:4: ... 4. 

La probabilité conditionnelle d’un événement 4, Ttorhinée en supposant 
que les événements A1, 4,, . .., A, sont réalisés se note P (4}/A14a...Ap1). 
D'après l’axiome des probabilités composées, la probabilité que nr événements 
se réalisent simultanément est déterminée par la formule 

P (4342... An) = P (45)-P (42/44) -P (43/44) ... P (An/A142 + An-j). 


On dit que n événements A1, 4°, . .., An sont indépendants dans leur en- 
semble si la probabilité de réalisation de chacun d'eux n’est influencée par la 
réalisation des autres pris en n'importe quelle combinaison. 

La probabilité de réalisation simultanée de n événements indépendants dans 
leur ensemble est égale au produit des probabilités de ces événements: 


P (4143 ee An) = P (41)-P (A3). P (An). 

708. Une urne contient 10 boules blanches, 15 boules noires, 
20 boules vertes et 25 boules rouges. On tire une boule. Quelle est 
la probabilité que la boule tirée soit : blanche ? noire? verte? rouge? 


blanche ou noire? verte ou rouge ? blanche, noire ou verte? 
Solution. On a 


n=10+154+20+25—70, P(B)= +, P(IN=-R =, 


20 2 25 5) 
En appliquant l’axiome de l'addition des probabilités, on obtient: 


P(B+N)=P(B)+ P(N)=++ =: 
P(V+R)=P(V)+P(R)=5+ ie 


P(B+N+V)=1—P(R=1— = 
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709. Une urne contient 2 boules blanches et 10 noires. Dans une 
autre urne on a 8 boules blanches et 4 noires. On tire une boule de 
chaque urne. Quelle est la probabilité que les deux boules tirées 
soient blanches? 

Solution. Dans ce cas, il s’agit de la réalisation simultanée 
(ou, comme l'on dit, du produit) des événements À et B, où l'événe- 
ment À consiste en l'apparition d'une boule blanche tirée de la 
première urne, alors que l’événement B signifie le tirage d’une boule 
rt de la seconde urne;'A et B étant des événements indépendants. 

n a: 


2 1 8 2 
P(4)=Zg=-Tr, P(B)=5S=-.. 


L'’axiome des probabilités composées donne: 


710. Les conditions du problème précédent restant les mêmes, 
trouver la probabilité du tirage d’une boule blanche et d’une boule 
noire. 

Solution. Adoptons les notations suivantes: 

Evénement À — tirage d’une boule blanche de la première 
urne ; L 
Evénement B — tirage d'une boule blanche de la seconde urne: 

Evénement C — tirage d’une boule noire de la première urne 
(C = À); 

Evénement D — tirage d'une boule noire de la seconde urne 
(D = B); 


P(4)=+, P(B)= 


EX 
P(D)=P(B)=1—<=—. 


P(C)=P(A=1—+=+, 


Trouvons la probabilité du tirage d’une boule blanche de la 
première urne et d’une boule noire de la seconde : 


P(AD)= P(4).P(D)=++ =. 


Trouvons la probabilité du tirage d’une boule noire de la premiè- 
re urne et d’une boule blanche de la seconde : 
2 9 s) 
P(BC)=P(B)-P(C)}=-.<=--. 
Déterminons maintenant la probabilité que la boule tirée de 
n'importe quelle urne sera blanche, alors que celle tirée de l’autre 
urne sera noire. En appliquant l’axiome de l’addition des probabi- 
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lités, on trouve: 
Î 
P=P (AD)+P (BC)= +=" 


— 48 * 


711. Une urne contient 6 boules blanches et 8 noires. On tire. 
deux boules (la première boule tirée n'est pas remise dans l’urne). 
Trouver la probabilité du tirage de deux boules blanches. 

Solution. L'événement À consiste en l'apparition d’une 
boule blanche lors du premier tirage ; l'événement B, en l'apparition 
d’une boule blanche lors du second tirage. Dans le cas des événements 
dépendants, l’axiome des probabilités composées donne : P (AB) — 
— P (A)-P (B/A). Mais 


P(A)=-—— == (la probabilité d'apparition 
d’une boule blanche au premier 
tirage) ; 


(la probabilité d'apparition 
d'une boule blanche au second 
tirage, en admettant qu’une 
un blanche ait été déjà tirée). 
6) 15 

Par conséquent, P (AB) +. T° 

712. Trois tireurs tirent au but. Les probabilités d’un coup réussi 
sont respectivement égales à 0,75, 0,80 et 0,90. Dire quelle est la 
probabilité pour que tous les trois tireurs atteignent le but simulta- 
nément. 

Solution. On a 


P(4)=0,75, P(B)—0,8, P(C) = 0,9; 
P (ABC) = P (4).P (B)-P (C) = 0,75-0,8.-0,9 = 0,54. 

713. Dans les conditions du problème précédent, trouver la 
probabilité pour qu’au moins un tireur atteigne le but. 

Solution. P (4) = 1— 0,75 = 0,95 (la probabilité du pre- 
mier tireur de manquer le but); P (B) = 1 — 0,80 = 0,20 (la 
probabilité du deuxième tireur de manquer le but); P (C) = 1 — 
— 0,90 = 0,10 (la probabilité du troisième tireur de rater son coup); 
alors P (ABC), qui représente la probabilité pour que tous les trois 
tireurs manquent le but simultanément, sera déterminée comme 
suit : 


P (ABC) = P (A)-P (B)-P (C) = 0,25-0,2-0,1 = 0,005. 


Etant donné que l'événement contraire de l'événement ABC 
consiste en un coup réussi réalisé par au moins un tireur, la proba- 
bilité cherchée sera trouvée par la formule 


P =1— P (ABC), c'est-à-dire P = 1 — 0,005 = 0,995. 
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714. La probabilité pour qu’une machine-outil tombe en panne 
durant un poste de travail est égale à & (c’est un nombre positif 
assez petit pour que l’on puisse négliger ses puissances 2, 3, etc.). 
Quelle est la probabilité pour que durant 5 jours la machine-outil 
ne tombe pas en panne? Pour résoudre le problème, poser &« — 0,01. 

Solution. Vu que 1 — « représente la probabilité du fait 
que la machine-outil ne tombe pas en panne durant le poste de tra- 
vail, l’axiome des probabilités composées nous permet d’affirmer 
que (1 — «)5 sera la probabilité pour que la machine-outil ne tombe 
pas en panne durant 5 jours. 

Le développement binomial aboutit, si l’on néglige les termes 
contenant &?, «°, at et «5 à l'égalité approchée suivante : (1 — a) æ 
œ 1 — 5a, c'est-à-dire P = 1 — 5œ. En posant &« = 0,014, on obtient 
P = 0,95. 

715. Une urne contient a boules blanches et b noires. Quelle est 
la probabilité de tirer deux boules dont une soit blanche et l’autre 
noire, si la boule extraite n’est pas remise dans l’urne? 

Solution. | 

Evénement À — apparition d’une boule blanche lors du pre- 
mier tirage ; 

Evénement B — apparition d’une boule noire lors du second 
tirage ; 

Evénement C — apparition d'une boule noire lors du premier 
tirage ; 

Evénement D — apparition d'une boule blanche lors du second 
tirage. 

Calculons la probabilité pour que la première boule tirée soit 
blanche et la seconde, noire: 

b ” ab 
Pi PAY-P (BA) = Ga 

Trouvons la probabilité du tirage d’abord d'une boule noire, 

ensuite d’une boule blanche: 


a ab 
P:= P (C)-P(DIC) = = la+b—1  (a+b)(a+b—1) 
De cette façon, en utilisant l’axiome de l'addition des probabi- 
lités, on trouve la probabilité pour que des deux boules tirées 
l'une soit blanche et l’autre, noire: 


P= P,+P,, c'est-àa;dire P — _ 


(a+b) (a+b—1) ” 


716. Une urne contient a boules blanches, b noires et c bleues. 
On tire une boule. Calculer la probabilité du tirage d’une boule: 
1) blanche ; 2) noire; 3) bleue; 4) blanche ou noire; 5) blanche ou 
bleue ; 6) noire ou bleue. 
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0 
a+b+c a+o+c ? abb+c ? 
a+b . a+C b+c 
Dre hr pr 
717. Une urne contient a boules blanches et b noires. Dans une 
autre urne on trouve c boules blanches et d noires. On tire une boule 


de chaque urne. Quelle est la probabilité pour que les deux boules 
soient noires? 


Réponse. 1) 2) 


bd 
(a+b) (c+d) 

718. Deux tireurs ouvrent le feu simultanément. La probabilité 
d’un coup au but du premier tireur est égale à p,; celle du second 
tireur, p,. Quelle est la probabilité pour qu’un tireur atteigne le but, 
alors que l’autre le rate? 

Réponse. pi + Pa — 2P1Pe- 

719. La probabilité pour que dans la ville méridionale N la 
température de n'importe quel jour du mois de juillet soit inférieure 
à » Cest égale à & (&« est un nombre assez petit pour que l’on puisse 
négliger son carré et ses puissances d'ordre supérieur). Quelle est la 
probabilité pour que durant les premiers trois jours du mois de 
juillet Ia température ne soit pas inférieure à 5 °C? 

Réponse. 1 — 34. 

720. Une urne contient 6 boules : 1 blanche, 2 rouges et 3 bleues. 
Une autre renferme 12 boules : 2 blanches, 6 rouges et 4 bleues. On 
tire une boule de chaque urne. Quelle est la probabilité de ne pas 
tirer une boule bleue ? 


Réponse. 


Réponse. _ , 


721. La probabilité pour que durant la journée une machine- 
outil soit mise hors fonctionnement est égale à 0,03. Quelle est la 
probabilité pour que pendant quatre jours de suite la machine-outil 


fonctionne sans panne? 
Réponse. 0,88. 


722. L'effectif d'une classe est constitué par 12 garçons et 18 fil- 
les. On demande d'’élire une délégation de deux personnes. Si le 
choix est aléatoire, dire quelle est la probabilité du choix: 

1) de deux garçons? ; 2) de deux filles? ; 3) d’une fille et d'un 
garçon ? 

Réponse. 1) —— es , Dj _ ; 3) 775 

723. Une urne contient 9 boules blanches et 1 boule noire. On 
tire simultanément trois boules. Quelle est la probabilité pour que 
toutes les trois boules tirées soient blanches ? 

Réponse. 0,7. 


15-079 
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724. On tire trois coups à une même cible. Chaque fois. la pro- 
babilité d'atteindre le but est égale à 0,5. Trouver la probabilité 
d’avoir un seul coup au but à la suite de ces trois coups tirés. 


Réponse. 0,375. 


S 3. Répétition des épreuves 


Si l’on effectue nr épreuves indépendantes et si la probabilité de réalisation 
d'un événement À dans chacune de ces épreuves reste invariable et est égale à p, 
alors la probabilité d'apparition m fois de l'événement À dans ces n épreuves 
est donnée par la formule 

Pmin = Crprgr-m 
(formule de Bernoulli), où q = 1 — p. 

De cette façon, 

Posn=9" Pi,n=npq"i, P, a = ET pr. que, ss Pn,n=p". 

725. Une urne contient 30 boules : 20 blanches et 10 noires. On 
tire quatre boules de suite (avant de procéder au tirage suivant, la 
boule tirée est remise dans l'urne et on brasse les boules). Quelle est 
la probabilité pour que deux des quatre boules tirées soient blanches ? 

Solution. La probabilité de tirer une boule blanche peut 
être considérée invariable pour toutes les quatre épreuves et égale à 

20 2 1 : : 
P=ÿ=3:9— {—p=-. En appliquant la formule donnée 
ci-avant, on obtient 


Pipe -tr (5) (5) => 


= 57 - 

726. La probabilité de la réalisation d'un événement À est égale 
à 0,4. Quelle est la probabilité pour que l'événement À soit réalisé 
trois fois au plus en 10 épreuves? 

Solution. Ici, p — 0,4, q = 0,6. 

La probabilité de l'apparition de l'événement À 


O0 fois: Po.10 = 9". 
La probabilité de l'apparition de l'événement À 
1 fois: P,,,9 = 10 pa. 
La probabilité de l'apparition de l'événement À 
2 fois: P: 10 — 49p°q. 
La probabilité de l'apparition de l'événement À 
3 fois: P3,10 — 120p*q1. 


La probabilité de l’apparition de l'événement À trois fois au 


plus sera 
P = P,,10 + Pa10 + Po,1o + Pa,10: 
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c’est-à-dire 
P = q + 10pg9 + 45pq% + 120p°97, 


P = q4(@ + 109 p + 45qp° + 120p°). 
En posant p — 0,4, q — 0,6, on obtient 
P = 0,67.(0,216 + 1,44 + 4,32 + 7,68); c’est-à-dire P = 0,38. 

727. Trouver la probabilité d’avoir trois filles et deux garçons 
dans une famille de cinq enfants, la probabilité de la naissance d’une 
fille ou d'un garçon étant la même. 

Solution. La probabilité de la naissance d’une fille p — 
= 0,5; alors q — 1 — p — 0,5 (c’est la probabilité de la naissance 
d'un garçon). La probabilité cherchée est donnée par la formule 

5-43 5) 
Ps, s = Cipg = 1.2.3 ° (0,5)°- (0,5)? = 46 ° 

728. Dans les conditions du problème précédent, trouver la 
probabilité pour que parmi les enfants il y ait trois filles au plus. 

Solution. On a 


ou 


Po.s= (+) =%: Pi,5=9 +) =5: 
Pan t0 (er Put (4) = 8 


P= Po.5+ Pa.5+ Past Pas = +. 
729. On jette 8 fois une pièce de monnaie. Quelle est la probabi- 
lité de tirer face 6 fois? 
Réponse. . 
64 
730. On jette 6 fois une pièce de monnaie. Quelle est la proba- 
bilité d'amener face trois fois au plus? 


: 21 
Réponse. 32 : 


731. L'effectif de 30 élèves d’une classe est constitué de 20 gar- 
çons et 10 filles. A chacune des trois questions posées par l’ensei- 
gnant, la réponse est donnée par un autre élève. Quelle est la proba- 
Re pour que parmi ces trois élèves il y ait deux garçons et une 
ille ? 


Réponse. 2. 

732. Dans chacune des quatre urnes on trouve 5 boules blanches 
et 15 boules noires. On tire une boule de chacune de ces urnes. Quelle 
est la probabilité de tirer deux boules blanches et deux noires ? 


; 27 
Réponse. TE : 
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$ 4. Formule de la probabilité complète. 
Formule de Bayes 


Si l’on sait qu'un événement À peut avoir lieu simultanément avec l’un des 
événements H1, H,, . . ., I, qui forment un espace des événements incompati- 
bles, alors l’événement À peut être présenté comme la réunion des événements 
AZH,, AH, . AH}, c'est-à-dire À — AH, + AH: + ... + AH,. La pro- 
babilité de l'événement À peut être déterminée par Îa formule 


P(4)= P(H;)-P (4/H;)+ P (H2)-P (4/H2) +... + P (Ha)-P (An), 
ou 


n 
P(4)= > P(Hi)-P (A/H). 
i— 1 
C'est la formule de la probabilité complète. 
La probabilité conditionnelle de l'événement JJ;, sachant que l'événement A4 
est réalisé, est déterminée par l’ainsi appelée formule de Bayes: 


P (AI; P (H;)-P (AjH,; 
P (H;/A)=— es = ( i) ( / i) (i = 
D P(AIH;)-P (H;) 
i=1 
Les probabilités P (H;/A) calculées d'après la formule de Bayes sont souvent 
appelées probabilités des hypothèses. 


733. Quatre urnes contiennent : la première, 1 boule blanche et 
4 boule noire ; la deuxième, 2 boules blanches et 3 boules noires ; la 
troisième, 3 boules blanches et 5 boules noires ; la quatrième, 4 bou- 
les blanches et 7 boules noires. L'événement AH; consiste en le choix 
de la i-ième urne (i — 1, 2, 3, 4). On sait que la probabilité du 


choix de la i-ième urne est, c’est-à-dire 


1 


P(Hi)=5 ) 


1 3 2 
P(H)=+, PU)= P(H)= +. 


On choisit au hasard une urne et l’on en tire une boule. Trouver la 
probabilité du tirage d’une boule blanche. 
Solution. D'après les conditions du problème, on a 


P (4/H;) = + (la probabilité conditionnelle du tirage d’une boule 


blanche de la première urne) ; d’une façon analogue, on a 


me 


P(AIH:)= 2; P(AIH3)=<; P (A/R) = +. 


La probabilité du tirage d’une boule blanche est trouvée par la formule 
de la. probabilité complète : 
P(4)=P(4;)-P(4/4;)+ P (H:)-P(A/H:) + 
+ P(H:s)eP (A/H3) + P(A,)-P(A/H,). 
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734. Trois urnes sont absolument identiques quant à leur aspect 
extérieur. La première contient 20 boules blanches; la deuxième, 
10 boules blanches et 10 noires ; la troisième, 20 boules noires. On 
choisit une urne au hasard et l’on en tire une boule blanche. Cal- 
culer la probabilité que la boule ait été tirée de la première urne. 

Solution. 

Hypothèse H,: choix de la première urne. 

Hypothèse H,: choix de la deuxième urne. 

Hypothèse H,: choix de la troisième urne. 

Evénement À : tirage d’une boule blanche. 


P(H;) = P(H;)= P(H3) =+ (le choix de n'importe quelle 
urne est équiprobable); P (4/H,) — 1 (probabilité du tirage d’une 
boule blanche de la première urne); P (A/H,) — 5 — Es (probabilité 


du tirage d’une boule blanche de la deuxième urne); P (A/H;) = 0 
(probabilité du tirage d’une boule blanche de la troisième urne). 
La probabilité cherchée est trouvée par la formule de Bayes : 


1. 
A A 


735. Une urne contient /V pièces dont quelques unes peuvent 
être rebutées. Une pièce tirée au hasard s’avère être saine. Déterminer 
la probabilité: 

1) que toutes les pièces contenues dans l’urne soient saines ; 

2) que N — 1 pièces soient saines et qu’une pièce soit rebutée ; 

3) que N — 2 pièces soient saines et que deux pièces soient 
rebutées ; 

N + 1 que toutes les pièces soient rebutées. 

Solution. Hypothèses faites avant l’épreuve : 

H,: toutes les pièces sont saines; 

H, : une pièce est rebutée ; 

H,: deux pièces sont rebutées; 

H,\: toutes les pièces sont rebutées. 

Evénement À : tirage d’une pièce saine. 

On demande de trouver 


P(Ho/A), P(H1/A), P(Ha/ A), « + P(HN/A). 
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Admettons qu'avant l'épreuve toutes les hypothèses soient 
équiprobables : 


P(Ho)=P(Hy)=P(H;)=...=P(Hi)=-—— F5: 
P(A/Ho) = 1, RE P(AIH:) = ME 


53 


P(A/Hx4)=—, P(A/H,)=0. 
On en tire: 
ts 
N = 
P (Ho/A)— AE CON CODE NE PL NP = 
Net NET LS ENT +7 rt N+1 
= N _ _2 
Der 2: N—1 VDS EN = TN NET 
Sn me 
D'une façon analogue. on 7. 
tS NA 
P(H;/4)= -——— Ent N 
2 N —2 
PORA)=R x: 
PUB) = RE 
2 
P(H,/À) NLi1 0 = 0. 


736. On a deux urnes. La première contient 5 boules blanches et 
10 noires. Dans la seconde il y a 3 boules blanches et 7 noires. On 
met dans la première urne une boule prise dans la seconde et l’on 
tiré au hasard une boule de la première urne. 

Déterminer la probabilité que la boule extraite soit blanche. 

Solution. Après avoir mis dans la première urne une boule 
prise dans la seconde, la première urne contient deux collections de 
boules : 

1) » boules blanches et 10 boules noires qui s’y trouvent dès le 
début ; 

2) 1 boule provenant de la seconde urne. 


La probabilité d'apparition d'une boule blanche tirée de la 


première collection est P (A/H,) — 


me ai alors que celle d'appa- 
rition d’une ES blanche appartenant à la seconde collection est 
P (A/H,) — Fe 


D'autre part, la probabilité que la boule extraite au hasard appartienne 
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15 
46” 
En appliquant la formule de la probabilité complète, on a 


, 1 14 3 3 
P(A)= P(Hi)-P (AIH,) + P (Ha) P (AIH2) = À += g- 
737. On a deux urnes. La première contient 1 boule blanche et 
2 noires; la seconde renferme 100 boules blanches et 100 noires. On 
fait passer dans la première urne 1 boule prise dans la seconde, ensui- 
te on tire au hasard 1 boule de la première urne. 


Quelle est la probabilité que la boule extraite provienne de la se- 
conde urne si l’on sait qu’elle est blanche ? 
Indication. Utiliser la formule de Bayes. 


Réponse. P (HAJA) = +. 


$ 5. Variables aléatoires et lois de leur répartition 


Si à chaque événement élémentaire À appartenant à un ensemble d'événe- 
ments w on peut mettre en correspondance une valeur déterminée X = X (4), 
on dit que l’on donne une variable aléatoire. La variable aléatoire X peut être 
considérée comme une fonction de l'événement À, son domaine de définition 
étant l’ensemble «. 

La variable aléatoire peut prendre telle ou telle valeur d’un certain en- 
semble numérique, mais on ne peut pas dire à l'avance la valeur qu’elle prendra. 
D'habitude, les variables aléatoires sont désignées par des lettres majuscules 
X,Y,..., alors que les valeurs qu'elles prennent sont notées par les minuscules 
correspondantes x, y, . .. 

Lorsque les valeurs que peut prendre la variable aléatoire donnée X forment 
une série numérique discrète * (finie ou infinie) æ1, Ze, - . ., zh, - - ., la valeur 
aléatoire X elle-même est dite discrète. | 

Mais si les valeurs que peut prendre la variable‘aléatoire donnée X occupent 
entièrement un intervalle fini ou infini (À, B) de l’axe numérique Oz, on dit que 
la variable aléatoire est continue. 

A chaque valeur d'une variable aléatoire discrète du type x, correspond une 
probabilité déterminée p, ; à chaque intervalle (a, b) appartenant au domaine 
de valeurs d’une variable aléatoire du type continu correspond également une 
probabilité déterminée P (a << X < b) caractérisant le fait que la valeur prise 
par la variable aléatoire tombe dans cet intervalle. 

La relation qui établit d’une façon ou d’une autre la liaison entre les valeurs 
possibles d’une variable aléatoire et leurs probabilités est appelée loi de répar- 
tition de la variable aléatoire. 


La loi de répartition d'une variable aléatoire est donné habituellement par 
la série de répartition de la forme 


à la première collection est P (4) — et à la seconde, P (1:)=— 


1 
16 ” 


* Une série finie ou infinie de nombres est dite discrète si à chaque nombre 
zn de cette série on peut faire correspondre un intervalle (a,, b,) (a, <zn<b,) 
à l'intérieur duquel il n'y a plus de nombres appartenant à la série considérée. 
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n 
où » pi =1, le signe somme concernant l’ensemble (fini ou infini) entier des 


1=1 
valeurs possibles de la variable aléatoire donnée X. 

Il est commode de présenter la loi de répartition d'une variable aléatoire 
continue à l’aide de l’ainsi appelée fonction densité de probabilité f (x). La 
probabilité P (a << X < b) que la valeur prise par la variable aléatoire X 
tombe dans l'intervalle (a, b) est déterminée par l'égalité 

b 


Pa<X<t= | ftéÿde. 


a 
La courbe représentative de la fonction f (x) est appelée courbe de répartition. 
Au point de vue géométrique, la probabilité que la variable aléatoire se situe 


f(x) 


0 a b T 
Fig. 33 


dans l'intervalle (a, b) est égale à la surface du trapèze curviligne correspon- 
re SOLBENE par la courbe de répartition, l'axe Or et les droites x = a, rx = b 
ig. 33). 
La fonction densité de probabilité f (x) jouit des propriétés suivantes: 
os 
1 1&)20, 2 | f()d=1 

— 00 

[si toutes les valeurs de la variable aléatoire X sont comprises dans l'intervalle 


(4, B), la dernière condition peut être remplacée par la condition | f (x) dx = 


A 
—="1]. 

Examinons maintenant la fonction F (x) — P (X << zx). Cette fonction est 
appelée fonction de répartition de la probabilité de la variable aléatoire X. Elle 
existe aussi bien pour les variables aléatoires discrètes que pour celles continues. 
Si f (z) représente la fonction densité de probabilité d’une variable aléatoire 
continue X, alors 


X 
F (x) = | Î (x) dx. 
—œo 
De la dernière égalité il résulte 
f(z) = F° (2). 

Parfois, la fonction f (x) est appelée fonction différentielle de répartition de la 
probabilité, alors que la fonction F (zx) est dite fonction intégrale de répartition de 
la probabilité. 

Ci-dessous sont résumées les propriétés essentielles de la fonction de 
répartition de la probabilité: 

1) F (x) est une fonction non décroissante de sa variable indépendante; 

2) F(— ©) = 0; 

3) F (+ co) = 1. 
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738. On donne les probabilités des valeurs que peut prendre 
une variable aléatoire X : 

10 avec la probabilité 0,3; 

2 avec la probabilité 0,4; 

8 avec la probabilité 0,1; 

4 avec la probabilité 0,2. 

Former la série de répartition de la variable aléatoire X. 

Solution. En disposant les valeurs prises par la variable 
aléatoire en ordre croissant, on obtient la série de répartition sui- 
vante : 


Prenons les points (2; 0,4), (4; 0,2) etc. dans le plan z0p. En 
joignant les points successifs par des segments linéaires, on obtient. 


Fig. 34 


l’ainsi appelé polygone de répartition de la variable aléatoire X 
(fig. 34). 

739. Une variable aléatoire X est régie par une loi de répartition 
dont la fonction densité de probabilité est f (x). Avec cela, 


f (x) = 0 si z<O0;: 
f(x) —a(3r— x) si 0<zr<3; 
f (x) = 0 si z>8. 


1) Trouver le coeïficient a. 

2) Construire la courbe représentative de la fonction densité 
de probabilité y — f (x). 

3) Calculer la probabilité de la variable aléatoire X de tomber 
dans l'intervalle (1, 2). 

Solution. 1) Etant donné que toutes les valeurs prises par 
la variable aléatoire donnée se situent sur le segment [0, 3], on à 
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3 
{a (8x — 29) dr = 1, d’où 
0 
a [sers] = 4, a (5-9) == 1, C'est-à-dire a À. 

2) Dans l'intervalle (0, 3), la courbe représentative de la fonc- 
tion f (x)est la parabole y — mx, alors qu’en dehors de cet 
intervalle c’est l'axe des abscisses Jui-même (fig. 35). 

fA) 


Fig. 35 


3) La probabilité que les valeurs de la variable aléatoire À tom- 
bent dans l'intervalle (1, 2) est trouvée à partir de l'égalité 


2 


PA<X<2)= |(: Lo 2 )dæ=[5- +] L 


bb 


4 146 1 2 13 
=3 2 312 ER 


30 40 


Pi | 0,2 | 0,3 | 0,35 | 0,1 


Construire la fonction de répartition de la probabilité de cette 
variable aléatoire. 

Solution. Si x < 10, alors A 0e 

si 100<< zx < 20, alors F (x) = P(X < zx) — 

si 20 € x < 30, alors F (x) = P(X < x) — 0 + 0,3 = 0,5; 

si 30 € x < 40, alors F (x) = P(X < zx) = 0,2 Le ‘DE 


si 40<z<50, alors F(x) =P(X<:) 0 
si x > 90, alors F (x) = P(X <zr) = 0, 
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741. Une variable aléatoire X est donnée par la fonction de ré- 
partition (fonction intégrale) 


0, sixz<1; 
ra | = ,si1Sr<3: 


4, sir > 3. 
Calculer la probabilité que la variable aléatoire X se situe dans les 


intervalles (1,5; 2,5) et (2,5; 3,5). 
Solution. On a 


Pi=F(2,5)—F(1,57= 2 — SET 2 0,75 — 0,25 -- 0,5, 
Pa= F(3,5)—F (2,5)= 1—9T = 1 — 0,75 = 0,25. 


742. Une variable aléatoire X est donnée par la fonction de 
cépartition 


(0) si T<2; 
ra] (x—2} si 2Lr<3; 
Â Si T > 9. 


Calculer la probabilité que la variable aléatoire X tombe dans les 
intervalles (1; 2,5) et (2,5; 3,9). 
Solution. Ona 


P,=F(2,5) —F (1) = (2,5 — 2} — 0 = 0,25, 
P,=F(38,5) —F (2,5) = 1 — (2,5 — 2} = 1 — 0,25 = 0,75. 


743 AUne variable aléatoire X est donnée par la fonction de 
répartition figurant au problème précédent. Trouver la densité de 
répartition (la fonction différentielle de répartition de la probabilité) 
de la variable aléatoire. 

Solution. La densité de répartition est donnée par la déri- 
vée de la fonction de répartition, c'est-à-dire f (x) = F” (x). Pour cet- 
te raison, 


O0 six<2; 
À 2(7—2) si 2<1<3; 
0 six>3. 


744. Un tireur tire trois coups. La probabilité de toucher le but 
à chaque coup est 0,3. Former la série de répartition du nombre de 
coups réussis. 


Indication. Utiliser la formule de Bernoulli. 
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Réponse. 


Pi | 0,343 0,441 | 0,189 0,027 


745. Une urne contient quatre boules numérotées de 1 à 4. On 
tire deux boules. Désignons par X la variable aléatoire qui représen- 
te la somme des numéros portés par les boules extraites. Former la 
série de répartition de la variable aléatoire X. 

Réponse. 


746. Une variable aléatoire X est régie par une loi de répartition 
dont la fonction densité de probabilité est f (x). Avec cela, 


ee silel<e: 
f(x) =0 si |x|>a. 


1) Trouver le coefficient a. 

2) Construire la courbe représentative de la fonction densité de 
probabilité. 

3) Calculer la probabilité que les valeurs de la variable aléa- 


toire X se situent dans l'intervalle (= a) : 


1 


| 
| 
| 
| 
( 
ST 0 1 
T 


Réponse. ta=— ; 2) la courbe représentative est donnée par 


la figure 36: 3) P(S<X<a)=+. 
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747. Montrer que la fonction f(x) = __— 


zx” + n° 
densité de probabilité d’une certaine variable aléatoire X et calcu- 
ler la probabilité pour que les valeurs de cette variable aléatoire 
tombent dans l'intervalle (x, co). 


Réponse. P (n << X << co) =. 


748. On donne la fonction densité de probabilité qui détermine 
la répartition d'une variable aléatoire À : 


représente Ja 


0 si z<O0; 
f(x) =< asinzxz si 0Kz<7; 
0 sixz> nr. 
Déterminer a et F(x). 
Réponse. a=+. 
0 si x<0; 
F(G)= + ({— cos x) si OKr<T; 
1 si xr> nr. 


749. Une urne contient 5 boules blanches et 25 boules noires. 
On tire une boule. Prenons le nombre de boules blanches extraites 
en tant que variable aléatoire X. Construire la fonction de réparti- 
tion F (x). 

Réponse. 

0 si r<<O0; 
F (x) = _ si 0Lr< 1: 
A si x >f. 
$ 6. Espérance mathématique d’une variable aléatoire. 
Dispersion 
On appelle espérance mathématique d'une variable aléatoire discrète la somme 


des produits des valeurs de cette variable aléatoire par leurs probabilités. 
Si une variable aléatoire X est caractérisée par une série de répartition finie 


alors l'espérance mathématique M (X) est déterminée par la formule 


ñn 
M(X)= zip; +zopote.. +rnpns Où M(X)= d ripi. 


= 
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Etant donné que p, + po + ... + ph = 1, alors 


M(X)=-ZAP1TToPat anPpn 
(4) Pi+ Pet... +Pn 


On voit de cette façon que 4 (X) est la moyenne arithmétique pondérée des 
valeurs x, zo, - . ., x, de la variable aléatoire pour les poids py, Poe, - .., Pne 
Si n—=, alors 


M (X)= D pixi 


(à condition que la somme de cette série soit finie). 

La notion d'espérance mathématique se rapporte également à une variable 
aléatoire continue. Soit f (x) la densité de probabilité d'une variable aléatoire 
X. Alors, l’espérance mathématique de la variable aléatoire continue X est 
donnée par l'égalité 

+00 
M (X) = | z-f(r) dx 


—œo 


(à condition que la valeur de cette intégrale soit finie). 

Géométriquement parlant, l'espérance mathématique aussi bien d’une varia- 
ble aléatoire continue que d’une variable aléatoire discrète est égale à l’abs- 
cisse du centre de gravité de la surface comprise entre la courbe (ou le polygo- 
ne) de répartition et l’axe des abscisses. C’est pourquoi dans le cas où la courbe 
(le polygone) de répartition est symétrique par rapport à une droite parallèle 
à l’axe des ordonnées, l'espérance mathématique se confond avec l’abscisse du 
point d'intersection de cet axe de symétrie avec l’axe des abscisses. 

Le point de l’axe Oz dont l’abscisse est égale à l'espérance mathématique 
d’une variable aléatoire est souvent appelé centre de répartition de cette variable 


aléatoire. 
On appelle dispersion d'une variable aléatoire l'espérance mathématique du 


carré de l'écart de cette variable aléatoire par rapport à son espérance mathé- 
matique: 


D(X)= MIX — M (X})F. 


La dispersion montre de quelle façon les valeurs de la variable aléatoire 
sont rassemblées ou étalées autour de l'espérance mathématique de cette varia- 
ble aléatoire. 


En désignant M (X) par m, on obtient les formules suivantes permettant de 
calculer la dispersion : 


a) pour une variable aléatoire discrète X : 


D(X)= D pi(zi—m}?, 
îi—1 


D(X)= D pilzi—m}? (pour n= cc); 
i= 1 


b) pour une variable aléatoire continue X : 
oo 
D(X)= | (z— m)2-f(x) dr 


— © 
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Pour la dispersion d’une variable aléatoire, la formule ci-dessous est valable: 
D(X)=M[(X—a)?]—[A (X)—al2= M [(X—a}]—(m—a)°. 


Ici, a est un nombre arbitraire. Les calculs effectués à l’aide de cette dernière: 
formule sont plus simples par rapport à ceux qui résultent de l'application des 
formules a) et b) et, pour cette raison, on l'utilise souvent dans le pu de trouver 
la dispersion d'une variable aléatoire. 

La grandeur 6, = V/ D (X) est appelée écart quadratique moyen ou écart type 
de la variable aléatoire X. 


750. On donne la fonction 


0 si t<O0;: 
f(x) = sinz si 0LIr<r; 
0 Si T>T. 


Montrer que f (x) peut constituer la densité de probabilité d’une 
certaine variable aléatoire X. Trouver l'espérance mathématique 
et la dispersion de la variable aléatoire X. 

Solution. On a 


+00 7 ñ 
| Î (x) dx = | fx) dr = + | sin x dr — — 7 c0s2f = {. 
© 00 0 0 


En outre, f(x) =>0. Par conséquent, f(x) peut représenter la densité 
de probabilité d’une certaine variable aléatoire. Vu que la droite 


fa) 
0 TT TT T 
2 
Fig. 37 
= F- est un axe de symétrie de J’arc correspondant de la courbe 


y = L sin x (fig. 37), l'espérance mathématique de la variable aléatoire 


X sera _. , c'est-à-dire M (X) =+. 
Trouvons maintenant la dispersion. À cette fin, posons dans la 


formule 
D (X) = MI(X — a} — [M (X) — al 
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a=0, M (X)=+ : il ne nous reste qu’à calculer l'intégrale qui 
détermine M (X?): 


2 


00 I 
M (X?)— | 2.f(a)dr=s | .sinr dr 
— © n 
=+{—z2cosx+ 2rsinx + 2 cos x]6 = (n° —4). 
C'est pourquoi 
4, 2 rw f n2 
D(X)=37(#—4—(+) = 2, 0,=) T—2% 0,69. 


751. Une variable aléatoire X est caractérisée par la série de 
répartition ci-dessous : 


(à | 1 | 2 | 3 | 4 


Pi | 0,2 | 0,4 | 0,3 | 0,08 | 0,02 


Ti 


Déterminer l'espérance mathématique et la dispersion. 
Solution. On trouve l'espérance mathématique: 


M (X) = 0:0,2 + 1-0,4 + 20,3 + 3-0,08 + 4-0,02 = 1,32. 


La dispersion sera trouvée par la formule D (X) — M [(X—a)*]— 
— [M (X) — af, en posant a = 2; d'où M (X) — a = 1,32 — 2 — 
= — 0,68. 

On forme le tableau: 


0,08 
0,08 


et l’on trouve 
k 
M {(X — a] — à Pi (ti — a} = 1,30, 


D (X) = 1,36 — (—0,68)2 — 1,36 — 0,4634 = 0,8966. 


Ainsi donc, la dispersion D (X) = 0,8966, d’où ©, — V 0,8966 — 
= 0,95. 
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752. Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules noires. On 

tire 5 boules de suite, chaque boule tirée étant remise dans l’urne 

avant de brasser les boules restantes et de procéder au tirage suivant. 
En prenant le nombre des boules blanches extraites en tant que 

variable aléatoire X, former la loi de répartition des valeurs de X 

et déterminer son espérance mathématique et sa dispersion. 
Réponse. | | 


0,078 


P: | 0,010 | 0,077 | 0,230 | 0,346 | 0,259 


M (X) = 3,00; D (X) = 1,20. 
753. On donne la fonction 


(0) si zx <0: 
f(x) = A À (4xz— x) si 0Kr<2; 
0 Si T2: 


Quelle doit être la valeur de À pour que f (x) soit une densité de 
probabilité de la variable aléatoire X? Déterminer la valeur de À; 
trouver l'espérance mathématique et l’écart quadratique moyen 
de la variable aléatoire correspondante X. 


Réponse. k=+; M(X) = ; 
0, =) 0,44. 
.$ 7. Mode et médiane 


On appelle mode d’une variable aléatoire discrète X sa valeur la plus probable. 
Le mode d'une variable aléatoire continue X est donné par sa valeur pour la- 
quelle la densité de probabilité atteint son maximum. 


Le mode sera désigné par le symbole M. 
On appelle médiane d'une variable aléatoire continue X une valeur pu: de celle- 


f(x) 


: 
1 
(] 
2 | 2 M T 
Fig. 38 
ci pour laguellé les valeurs prisés par la variable aléatoire ont autant de chance 
d'être inférieures que d être supériéures à pu, c'est-à-dire : 


ue CPX <pæP(X >p)= 05 -  -. ... 
16—079 
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Au point de vue géométrique, le mode est donné par l’abscisse du point de 
la courbe (du polygone) de répartition dont l'ordonnée est maximum. La droite 
parie à l’axe des ordonnées et passant par le point d’abscisse z — u divise en 

eux parties égales la surface limitée par la courbe de répartition. Si la droite 


z = a est un axe de symétrie de la courbe de répartition y — f (x), alors M — 
= u= M(X) = a (fig. 38). 
754. On donne la densité de probabilité f (x) — a-e2*—*" (a > 0) 
d'une variable aléatoire. Trouver le mode de cette variable aléatoire. 
Solution. On trouve le maximum de la fonction y — f (x). 
Pour ce faire, on trouve d’abord les dérivées première et seconde : 
f (= 2a (1 —7x) ex, 
f" (x) = —2aex-* + 4a (1 — r}ex- x", 
De l'équation f’ (x) = 0 on tire x = 1. Etant donné que f” (1) — 
— —Que < 0, la fonction f (x) présente.un maximum pour x = 1, 
c’est-à-dire M = 1. La valeur de la constante a n’a pas été calculée, 
car le maximum de la fonction f (x) — ae?*-*" ne dépend pas de la 
valeur numérique de a. 
755. On donne la densité de probabilité 
(0 si z<O0; 
f(x) = z— La : si 0Lr<2; 
| 0 si z>2 


d'une variable aléatoire X. Trouver la médiane de cette variable 


aléatoire. 
Solution. La médiane u doit être trouvée à partir de la 


condition P (X << u) = 0,5. Dans notre cas, 


h 
P(X<p)=|(r—-5r)d= ht 


v 


a 
—” 


2 4 
On arrive ainsi à l'équation ie = 0,5, ou bien u‘—8u?+8—0, 


d'où u—+} 4+V8. Parmi les quatre racines de cette équation, 


il faut choisir celle qui se situe entre 0 et 2. Ainsi, u -= V’4-V8=# 
= 1,09. 
756. On donne la série de répartition d’une variable aléatoire : 
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Trouver le mode. 


Réponse. M = 20. 
757. On donne la densité de probabilité d’une variable aléatoire 
continue : 


0 si xz<2; 
f(x)= JS a(x—2)(4—x) si 2<r27<4; 
0 si r>4. 


Déterminer a, le mode et la médiane. 
Réponse. M = un = 3; a = 0,75. 


$ 8. Répartition de densité uniforme 


On appelle uniforme la répartition des variables aléatoires telles que toutes 


Fig. 39 


leurs valeurs se situent sur un certain segment [a, b] sur lequel leur densité de 
probabilité reste inchangée (fig. 39). 
De cette façon, 
O0 si r<a; 
f(z)=4 hk si a<zr<b:; 
O0 si zx =>b. 


Etant donné que k (b — a) = 1, on a h — et, par conséquent, 


b—a 
0 si r <a; 


[ 
Î (x) = : <z<b; 
x) = ne Si a<zr<d; 
LU O0 si z>—b. 
758. Déterminer l'espérance mathématique d’une variable aléa- 
toire dont la répartition est uniforme. 
Solution. On a 


b b 
1 1 b b2— a? 
MG= {see Eee 
du a a 
M(X)=<., 


ce qui est normal en vertu de la symétrie de répartition. 
16% 
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459. Calculer la dispersion et l'écart quadratique moyen d’une 
variable aléatoire de répartition uniforme. 


+ 


Solution. Utilisons à nouveau la formule D (X) — 
= M I[(X — a}] — [M (X) — a, en posant a — 0 et compte tenu 


du résultat du problème précédent : M (X) = +?. 
Ainsi, il nous reste à calculer M[X?]; on a 
b 
| E x? —. | 3lb_ b3—a$  b2+ab+a 
HO= (des sg= E 


D'où 


2V3 

760. Toutes les valeurs prises par une variable aléatoire unifor- 
mément répartie se situent sur le segment [2, 8]. Trouver la proba- 
bilité pour que les valeurs prises par la variable aléatoire tombent 
dans l'intervalle (3, 5). 

Réponse. P (3<< X < 5) = (5— 3).+ = +. 

761. L’intervalle de mouvement des trams sur une ligne donnée 
est égal à 5 mn. À un certain moment, un voyageur arrive à l'arrêt. 
Quelle est la probabilité pour que ce voyageur arrive à l'arrêt pas 
avant une minute après le départ du tram, mais pas plus tard de 
deux minutes qui précèdent le départ du tram-suivant ? 


: 2 
Réponse. = + 


$ 9. Loi de répartition binomiale. Loi de Poisson 


Si la probabilité d'arrivée d’un événement aléatoire à la suite de chaque épreu- 
ve est p, on sait que la probabilité de la réalisation de cet événement m fois en 
n épreuves est donnée par la formule de. Bernoulli: j 


Pmin = Crp"qn-m (où q = 1 — p). 
La loi de répartition d'une variable aléatoire X, qui peut prendre n + 1 va- 
leurs (0, 4, .. ., n), décrite par la formule de Bernoulli est appelée loi bino- 
miale. | | : : 
La loi de répartition d’une variable aléatoire X, qui peut prendre toute va- 
leur entière (0, 1, 2, ..., n), décrite par la formule 
P(X SE 
= = — pa 
K=m = ee, 


est appelée Loi de Poisson. 
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La loi de Poisson représente la loi de répartition de probabilité des variables 

aléatoires suivantes: 

a) Admettons que dans l'intervalle (0, ) de l’axe Oz se situent n points et 
ue les événements consistant en la disposition d’un point sur tout segment de 
ongueur fixée (par exemple, de longueur égale à l'unité) donné à l’avance soient 

équiprobables. 


Si N + co, n > © et a= lim =, alors la variable aléatoire X, qui est 


No N ? : 
égale au nombre de points sur le segment unitaire donné (les valeurs prises peu- 
vent être égales à 0, 1, ..., m, . . .), est répartie suivant la loi de Poisson. 

b) Si le nombre moyen d'appels reçus par un central téléphonique pendant 
une heure d’un intervalle donné de la journée est égal à n, alors la répartition 
du nombre d'appels reçus pendant une minute suit approximativement la loi de 


ë n 
Poisson et, en outre, a — 0 : 


L'espérance mathématique et la dispersion des variables aléatoires dont la 
répartition est régie par la loi binomiale et par la loi de Poisson sont déterminées 
par les formules suivantes: 

a) pour la loi binomiale: M (X) = np; D (X) = npg; 

b) pour la loi de Poisson: M (X) = a; D (X) = a. 


762. Un central téléphonique automatique reçoit en moyenne 
300 appels par heure. Quelle est la probabilité que durant une minute 
donnée il recevra exactement deux appels? 

Solution. Pendant une minute, le central reçoit en moyenne 


T — 5 appels, c'est-à-dire a = 5. On demande de trouver P,. La 


formule de Poisson donne : 
52 OL 25 
Pr=sT e Ses æ 0,09. 


763. Un livre de 1000 pages contient 100 erreurs. Quelle est la 
probabilité de trouver au moins quatre erreurs sur une page ouverte 
au hasard? 


Solution. En moyenne, sur une page on trouve a — 2 = 


= 0,1 erreur. Dans notre cas, il convient d’appliquer la formule de 
Poisson : 


PO eos. 


Ici, P,, représente la probabilité d’avoir m erreurs sur une page. 
Si m = 0, alors P, — e-%l: 
si m = 1, alors P, — 0O,1-e-01; 
si m = 2, alors P, — 0,005 -e-°.1; 
si m = à, alors P;, — 0,000167 .e-0:1, 
La somme P, + P, + P, + P; représente la probabilité d’avoir 


trois erreurs au plus sur une page. Cette somme est égale à 
1,105167-e-%7, La probabilité de trouver au moins quatre.erreurs 
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sur une page choisie au hasard sera : 
4 — 1,105167 -e%1 — 1 — 1,105167 -0,904837 — 1 — 0,999996 — 
— 0,000004. 


764. Une certaine quantité de grains de seigle contient 0,4 % de 
grains de mauvaises herbes. Quelle est la probabilité de trouver 
o grains de mauvaises herbes parmi 5000 grains choisis au hasard ? 

Réponse. 0,000055. 


765. Déterminer l'espérance mathématique et la dispersion de 
la fréquence — d'arrivée d’un événement aléatoire en nr épreuves si 
la probabilité de réalisation de cet événement durant une épreuve 
est p. 

Réponse. M(Xx=7) =D; D(X)= À. 


766. Montrer qu’une répartition [binomiale se transforme à la 
limite en la répartition de Poisson si n—+ oo et p +0, mais si 
np = 4. 

Indication. Mettre C"p"q"" sous la forme 


en (i4) (1-4) (2) on 


n 
m | 


et passer à la limite. 

767. Une variable aléatoire X suit la loi de répartition binomia- 
le P(X —m)—C"p"g"". Déterminer l'espérance mathématique 
de cette variable aléatoire. 

Solution. Ona 


n n n 
M(X)= D mCrpg = D mCrprg "=np D) Cnprig 
m—0 m=i m=| 


Mais 


M nm. m n(n—1{)(n—2) ...(n—m+1) _ ,m-1 
n Ca To 1.2.3... (m—1)m = Cn-1. 


Par conséquent, 
MX) =np À CRE pr geo np (p + a 


c'est-à-dire M (X) = np. _ . 
768. Déterminer la dispersion d’une variable aléatoire À régie 
par une loi de répartition binomiale. 
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Solution. Trouvons au préalable l'espérance mathématique 
de la variable aléatoire X*°: 


M (X?) = S mCrp"qg "=np ÿ m-— Cp iqtr-1-(m-1) — 


m= | m=i 


n 
=np D, mCn-i pt 1-(m-1) 
m=1 


n 
=np > (m— 1) Ci= ip ig00 np À Cnzs pig, 


m=1 ER, 


n 
La somme 2) (m—1)Cñ{ p"-ig"-9-®-1 représente l'espérance 
m=1 
mathématique de la variable aléatoire ZX qui suit la loi binomiale 
P(X=m—1) = Cmiprt g-b-m-b 


et, pour cette raison, la somme considérée est égale à (7 — 1) p 
7 


(cf. problème précédent), alors que la somme > Ca pa-tg"-b-mM-D 


m=i 
est égale à (p + q)"-! — 1. 
Donc, M (X*°) = np (n — 1) p + np. Mais D (X) — M(X?) — 
— [M (X)}2 et, par conséquent, 


D (4) = r°p° — np° + np — r°p° = np (1 — p) = npq. 
769. Trouver l'espérance mathématique d’une variable aléatoire 


X régie par la loi de Poisson P (X = m) — + : 
Solution. On a 
| : ame-a A am.e-a am-i 
M(X)= Dm = 3m 3 CET 
m—=0 m=i 


Mais Ÿ ET —e*, donc, M(X) —a. 
m=i 


770. Trouver la dispersion d’une variable aléatoire X qui suit 
la loi de Poisson. 


Solution. On trouve d’abord M (X?): 


2\ amïmera ne. _ anera … 
RO à mé ml 2 dis EnR—1)1 


m=1 m—=1 
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ante-a ame-a 
Dr 2 
m=i m=1 
amn-ie-a : am-i 
=a Ÿ (m1) +ae* ÿ TE 
| m=1 

La première somme représente l'espérance mathématique de la 
variable aléatoire X régie par la loi de Poisson, alors que la seconde 
somme est égale à e*. D'où il vient M (X°) = a? + a. 

Par conséquent, D (X) = a? + a — a° = a. 

771. La probabilité d’un coup réussi par un tireur est égale à 
2/3. Le tireur tire 145 coups. La variable aléatoire X représente le 
nombre de coups au but. Trouver l'espérance mathématique et la dis- 
persion de la variable aléatoire X. 

Solution. Dans le présent cas, il y a lieu d'utiliser les va- 
leurs de l'espérance mathématique et de la dispersion pour la loi de 
répartition binomiale : 


M (X)=np=15.+=10, 


D(X)=n-p-q=15. +. ——3—. 


$ 10. Loi de répartition normale et fonction de Laplace 


La loi de répartition normale est caractérisée par la densité de probabilité 


Il est aisé de voir que la fonction f (x) vérifie deux conditions imposées à la den- 
sité de répartition: 
1) f(x) > 0; 


2) | f(z)dr = 1. 


— 00 
La courbe y = f (x) est représentée sur la figure 40. Elle est symétrique par 
rapport à la droite x = m, son ordonnée maximum (pour z = m) est égale à 
+00 
1 


oV'?r 


et l’axe des abscisses lui est asymptote. Vu que | xzf(x)dz=m, le para- 
= 00 
mètre » exprime l'espérance mathématique de la variable aléatoire X. D'autre 
— 00 
part, \ (z — m}? f(x) de = 0°, d’où D (x) = 0°, ce qui signifie que © est 


-— © n 
l'écart quadratique moyen de la variable aléatoire X. 
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Introduisons la notation 
9 x 
D (x) = —— | e-t? dt. 
Var} 


La fonction ® (x) est appelée fonction de Laplace ou intégrale de probabilité. 


f(1) 
1 
62: 
0 Z 
Fig. 40 


La probabilité pour qu'une variable aléatoire X qui suit la loi normale se 
situe dans l'intervalle (a b) est déterminée par les valeurs de la fonction de La- 
place d après la formule | 


pecxcn=tfo( en) o(2n)] 


Les valeurs de la fonction de Laplace sont données dans la table ci-dessous : 


x | ®D (x) 


x | O (x) x O (x) 
0,00 0,000 1,00 0,843 2,00 0,995 
0,05 0,056 1,05 0,862 2,05 0,996 
0,10 0,112 1,10 0,880 2,10 0,997 
0,15 0,168 1,15 0,896 2,19 0,998 
0,20 0,223 1,20 0,910 2,20 | 0,998 
0,25 0,276 1,25 0,923 2,25 | 0,999 
0,30 0,329 1,30 0,934 2,30 0,999 
0,35 0,379 1,35 0,944 2,39 0, 999 
0,40 0,428 1,40 0,952 2,40 0,999 
0,45 0,476 1,45 0,960 2,45 | 0,999 
0,50 0,521 1,90 0,966 2,90 0,999 
0,55 0,563 1,55 0,972 
0,60 0,604 1,60 0,976 
0,65 0,642 1,65 0,980 
0,70 0,678 1,70 0,984 
0,75 0,711 1,79 0,987 
0,80 0,742 1,80 0,989 
0,85 0,771 1,85 - 0,991 
0,90 0,797 1,90 0,993 
0,95 0,821 1,95 0,994 
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Propriétés de la fonction de Laplace 


1) ®O(0)=0, car | e#a0; 
0 


2) O(+oo)=1, car D(+o) — - feat. VE 1; 
Û 


3) La fonction © (x) est impaire. 
La formule 


€ 
P(|A — =QI —— 
(I4—m|<e) ( V2 
est aussi valable. Elle permet de trouver la probabilité qu ‘une variable aléatoi 


re régie par la loi normale se situe dans un intervalle symétrique par rapport au 
point me. 


772. Une variable aléatoire X d'espérance mathématique m = 40 
et de dispersion D — 200 est régie par la loi normale. Calculer la 
probabilité que cette variable aléatoire se situe dans l'intervalle 
(30, 80). 

Solution. Ici a— 30, b-— 80, m — 40, © = V 200 — 
= 10 V2; d'où 


pero) aval] 


= [D (2)+ D (0,5)] = [0,995 + 0,521] = = 0,758. 


773. On considère que l'écart de longueur d'une pièce fabriquée 
par rapport à l’étalon représente une variable aléatoire qui suit la 
loi normale. Si la longueur étalon m — 40 cm et si l’écart quadrati- 
que moyen © = 0,4 cm, dire quelle est la précision de longueur des 
pièces que l’on peut garantir avec la probabilité 0,8. 

Solution. Il faut trouver un nombre positif e pour lequel 

P(|IX—40]<e) — 0,8. 
Etant donné que 


FP(|X— 40|<e)=0 (—— —D(1,77e), 


0,4 TE 2 175) 
le problème se ramène à la résolution de l’inégalité D (1,77e) > 0,8. 
A l’aide de la table, on trouve 1,77e >> 0,91. Il ne reste qu’à trouver 
la valeur minimum de e qui vérifie cette inégalité, d'où e = 0,52. 

774. On tire à partir du point © le long de l’axe Ox. La portée 
moyenne du tir est égale à m. En supposant que la portée du tir À 
suit la loi normale et que l'écart quadratique moyen © — 80 m, 
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trouver le nombre (en %) de coups longs allant au-delà du but de 
120 à 160 m. 

Réponse. 4,4 %. Le résultat obtenu ne dépend pas de la valeur 
numérique de m. 

775. Une variable aléatoire d'espérance mathématique m et 
d'écart quadratique moyen © est régie par la loi normale. Calculer à 
0,01 près la probabilité pour que X se situe dans les intervalles 
(m, m + 6), (m + 6, m + 26), (m + 20, m + 30). 

Réponse. 0,34; 0,14; 0,02. 

776. Montrer que la probabilité d'une variable aléatoire X d’es- 
pérance mathématique m et d'écart quadratique moyen © régie par 
la loi normale de tomber dans l'intervalle (a, b) reste inchangée si 
chacun des nombres a, b, m et © est multiplié par À (4 > O). 


$ 11. Moment d’une variable aléatoire 


On appelle moment initial d'ordre s d’une variable aléatoire X donnée par la 
série de répartition 


la somme de la série 
Œg = LiPr + Ta + eee FE Pn Fe... 


S'il s'agit d’une variable aléatoire continue X de densité de probabilité 
f (x), le moment initial d'ordre s est donné par l'intégrale 


ds = | zSf (x) dx. 


—œ 


On voit sans difficulté que le moment initial du premier ordre de la variable 
aléatoire X est égal à l'espérance mathématique de cette variable aléatoire: 
1 — M (X). 
On appelle moment central d'ordre s d’une variable aléatoire X la somme de 
la série 
Us = (7 — mi)Seps + (za — Ms)epe FF oce HF (En — Maxon To. 
où m, est l'espérance mathématique de la variable aléatoire X. 
Pour une variable aléatoire continue, le moment central d ordre s est donné 
par l'intégrale 
o 
ne | (e—ma)sf(e) de. 
— oO 


Pour toute variable aléatoire, le moment central du premier ordre est nul, 
c'est-à-dire up, = A. 
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. Le moment central du second ordre de toute variable aléatoire mesure la 
dispersion de cette variable aléatoire, c'est-à-dire 


le = D (X). 


Les moments centraux et initiaux du premier, du second, du troisième et du 
quatrième ordres sont liés par les relations ci-dessous : 


li = 0, 

Ua — o — af, 

Us = As — 30 A +2ai, 

Ua = y — os + Gaia, — Bai. 


Lorsque la répartition est symétrique par rapport à l'espérance mathémati- 
que, alors tous Îles moments centraux d ordre impaire sont nuls, c’est-à-dire 


UM=Hs=u—= ... = 0. 


Le rapport du moment central du troisième ordre au cube de l'écart quadrati- 
que moyen est appelé asymétrie : 


Si la LE est symétrique par rapport à l'espérance mathématique, 
alors SR = VU. 

Si Sx > 0, la courbe qui représente la densité de probabilité a l'allure vi- 
sible sur la figure 41. 


F2) f(x) 


0 SE 0 T 
Fig. 41 Fig. 42 


Si S, < 0, la densité de probabilité est donnée par la courbe de la figure 42. 


f(x) 


Fig. 43 


On appelle ercès d’une variable aléatoire X la grandeur E, définie par l'éga- 
ité 
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Dans le cas d'une loi normale, 
E,= 0. 


Les courbes dont les sommets sont plus pointus par rapport à la courbe nor- 
male (courbe de Gauss) sont d’excès positif; pour les courbes de sommets plus 
aplatis, E, < 0 (fig. 43). 


777. On donne la série de répartition d'une variable aléatoire X : 


Trouver les moments initiaux et centraux des premiers quatre ordres 
de cette variable aléatoire et déterminer son asymétrie et son excès. 
Solution. Le moment initial du premier ordre 


a = 10,1 + 3-0,4 + 5.0,2 + 7.0,2 + 9.0,1 = 4,6. 


C'est l'espérance mathématique, donc M (X) = 4,6. 
Trouvons le moment initial du second ordre : 


Go = 1-0,1 + 9.0,4 + 25.0,2 + 49.0,2 + 81-0,1 = 26,6. 


Le moment initial du troisième ordre 


G3 = 1:+0,1 + 27.0,4 + 125.0,2 + 343.0,2 + 729 .0,1 = 177,4. 
Le moment initial du quatrième ordre . 
y = 1-0,1 + 81-0,4 + 625-0,2 + 2401 -0,2 + 6561 -0,1 — 1293,8. 


Trouvons maintenant les moments centraux. On sait que u, = 0. 
Le moment central du second ordre est donné par la formule 


u, = &o — à? —= 26,6 — 4,6? — 26,6 — 21,16 = 5,44. 

Ce moment initial représente la dispersion de la variable aléatoire, 
c'est-à-dire D (X) = 5,44. 

Il est maintenant facile de déterminer l’écart quadratique moyen 

0, = VD(X) = V 5,44 = 2,33. 
Le moment central du troisième ordre est donné par la formule 
Us = As — aie + 20 — 177,4 — 3.4,6.26,6 + 2.4,6% — 
— 177,4 — 367,08 + 194,672 — 4,992. 
L'asymétrie est facile à trouver à l’aide de la formule suivante : 


e __ Us _ 4992 4,992 
SR = — 5,44.2,33: ‘12,675 — 0,394. 
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Pour trouver le moment central du quatrième ordre, utilisons 
la formule 


Lu = Qa — 4aa3 + Oaix, — Bai — 
— 1293,8 — 4.4,6.177,4 + 6.4,6°.26,6 — 3.4,61 — 
— 1293,8 — 3264,16 + 3377,136 — 1343,227 — 64,55. 
On peut maintenant trouver l’excès en appliquant la formule 
E. A __ 64,55 64,55 


n 
= — — —= — dd — 


E Ce nn — 3 2,18— 3 — — 0,82. 


778. On donne la fonction représentée sur la figure 44 : 
0 si æz<0; 
ax? si 0OSxr<li; 
a(2—zx} si 1<r<2; 
0 si z>2. 


Pour quelle valeur de a, la fonction f (x) exprime-t-elle la den- 
sité de probabilité de la variable aléatoire X ? Trouver les moments 


f(x) = 


initiaux et centraux des premiers quatre ordres, l’asymétrie et 
l'excès. 
Solution. On détermine a: 


1 2 
a | rt dr + a | (2— x) dx = 1, 
0 1 


z$ | (2—z:)$ [2 _,. 

Ts 0 7 8 =; 
nat jo 
3 SNS DR 


On trouve les moments initiaux : 
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1 2 
A = À ire | 2x2 (2 — x)? dr — 


1 


3 2512 3 
=D re LS Ft is 


= (aa rdr++ Ÿ 28 (2— 2) de = 
| ; 


1 


3 3 & 186 
=phe (sets) lets 18; 
1 2 
=$ fatdr+s | (2—dr- 
0 1 
4x5 226 , x? \|[2 3 186 1 2 
+5 an nl ts 6+ 135 - 


On trouve les moments centraux : 
M = 0; 
Us = Go — Qi — 44 —1— 0,1; 
Us = Gs — Joe + 20 = 1,3 — 3.11 +2 = 0 


(en effet, la courbe admet un axe de symétrie vertical); 


bi = — ous + Gao, — Bai = 122 —4.1,34 6.1,1—3 — 5. 


D'où l’on obtient : 


D (X) = up; = 0,1 (dispersion); 
0,=V D(X)=V 0,1 —=0,316 (écart quadratique moyen). 
On trouve l’asymétrie : 
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Trouver les moments initiaux et centraux des premiers quatre ordres 
de cette variable aléatoire, de même que l’asymétrie et l’excès. 
Réponse. a; = 4; Go —= 20; Ga = 116,8; 
a, = 792; mm =0; Me = 4; 
Us = 4,8; li, = 99,2; Sy = 0,6; 
Ex = —0,8. 
780. On donne la densité de probabilité d'une variable aléa- 
toire ZX : 
O0 si xz<O0: 
z si 0OLr<i; 
—xz Si 1STz<2; 
O0 si z>2. 


Trouver les moments initiaux et centraux des premiers quatre ordres, 
l’asymétrie et l'excès. 


f(æ) = 9 


Réponse. &i = 1; =—+; L3—=+ y — ==: Ly == 0; 

= ; Ua ==0 ; fi =: Sx=0; E,=—0,6. | 
781. Une variable aléatoire X suit une loi de densité de proba- 

bilité f (x) = Àe-l*l. Trouver À et l'excès de la variable aléatoire X. 


Réponse. À = + ES: 


$ 12. Lois des grands nombres 


1. Théorème de Tchébychev. On dit qu'une variable aléatoire X, converge 
en probabilité vers a si, pour n suffisamment grand, l'inégalité ci-dessous est 


vérifiée 
P(IXn—al<e) >1—86, 


€ étant un nombre positif aussi petit que l’on veut, alors que la valeur de 6 est 
fonction du choix de & et de n. Compte tenu de ce qui vient d'être dit, on peut 
formuler le théorème de Tchébychev de la façon suivante: en présence d'un nom- 
bre d'épreuves indépendantes suffisamment grand, la moyenne arithmétique des 
valeurs observées d'une variable aléatoire converge en probabilité vers d'espérance 
mathématique de cette dernière, c'est-à-dire 


n 
2; si 


1=1 
—— M (X) 


C2 


À 


Dans cette inégalité, on peut poser 0 < ô < 


AT 
D (X) 


ne? 


où D (X) est la dispersion 


de la variable aléatoire X. 
Le théorème de Tchébychev est une des lois des grands nombres qui consti- 
tuent la base de toutes les applications pratiques de la théorie des probabilités. 
2. Théorème de Bernoulli. Une autre loi des grands nombres, qui a été éta- 
blieavant toutes les autres et qui est d’ailleurs la plus simple, est celle connue 
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sous le nom de théorème de Bernoulli. Elle se formule comme suit: en présence 
d'un accroissement infini du nombre d'épreuves, la fréquence d'un événement aléa- 
toire converge en probabilité vers la probabilité de cet événement, c’est-à-dire 


“| 


(et l'on peut prendre 0 < Ô < FF) si la probabilité de l'événement ne varie 
pas d’une épreuve à l’autre et est égale à p (q = 1 — p). 


——p <e)>1—6 


782. On jette une pièce de monnaie 1000 fois. Evaluer par majo- 
ration la probabilité que la fréquence d'arrivée du côté face s’écarte 
de moins de 0,1 de la probabilité d’arrivée de ce côté. 


Solution. Ici, n--1000, PE 


9 » 


e ==0,1. En appliquant 
l'inégalité ci-avant, on obtient 


ni | 1/2.1/2 39 
P | 1000 2 ) 1 1000.0,01 4° 
Etant donné que l'inégalité | —— —— z|< 0,1 est équivalente à la 


TT 


double inégalité 400 << m << 600, on peut affirmer que la proba- 
bilité d'arrivée du côté face dans l'intervalle (400, 600) dépasse e 
783. Une urne contient 1000 boules blanches et 2000 noires. On 
tire (avec remise de la boule extraite dans l’urne) 300 boules. Eva- 
luer par majoration la probabilité que le nombre m de boules blan- 
ches ainsi extraites satisfasse à la double inégalité 80 << m << 120. 
Solution. La double inégalité donnée peut s'écrire 
1 1 


_20<m—100<20, ou RC 


Ainsi, il faut évaluer la probabilité que l'inégalité 


m 
300 + <7 


2e ue à 1 
ait lieu ; par conséquent, ee et 


ET CIRS 3 << 15 > = + 


784. Supposons que 100 épreuves indépendantes aboutissent à 
l'établissement de 100 valeurs x,, 2%, ..., Zioo d'une variable 
aléatoire X. Soient M (X) — 10 l'espérance mathématique et D (X)— 
— 1 la dispersion. Evaluer par majoration la probabilité que la 
valeur absolue de la différence entre la moyenne arithmétique des 
100 

Ti 
i=1 
100 


La 


valeurs observées de la variable aléatoire et l'espérance 


mathématique soit inférieure à 1/2. 
17—079 


258 ELEMENTS DE THÉORIE DES PROBABILITÉS (CH. V 


Solution. Utilisons l'inégalité 


à” 


Pl _m(xl<e)>1-22. 
En posant n —100, M(X)=—10, D(X)=1, E—+, on obtient 
100 
Ti 
P À AD ter 
100 LE ct 100 1 : 25° 
4 


Ainsi donc, la probabilité cherchée est supérieure à 0,96. 

785. Chacune de deux urnes contient dix boules numérotées de 
4 à 10. L'épreuve consiste en l’extraction d’une boule de chaque urne 
(la boule tirée est remise dans l’urne avant d’effectuer le tirage sui- 
vant). Soit X la variable aléatoire représentée par la somme des 
numéros des boules extraites des deux urnes. On effectue 100 épreu- 


ves. Evaluer par majoration la probabilité que l'intervalle (800, 
100 


1400) encadre la valeur de la somme à Li. 


Solution. Trouvons la loi de répartition de la variable aléa- 
toire X. Cette variable aléatoire représente la somme des numéros 
boules extraites et peut prendre les valeurs suivantes: x, = 2, 

04 cts dia 20: 

*Calculons la probabilité que la valeur de X soit x, — k + 1. 
Si k 10, la somme des numéros des boules extraites peut être égale 
à k e. 1 dans les kÆ équiprobables cas suivants : 


la première boule porte le numéro 1, la deuxième boule, le numé- 
rO K ; 

la première boule porte le numéro 2, la deuxième boule, le numé- 
rO k — 1; 

la première boule porte le numéro k, la deuxième boule, le numé- 
ro 1. 


Etant donné que la probabilité de chacune de ces combinaisons est 


HG la probabilité p, d'obtenir la somme des numéros de 


deux boules k+1 (si k<10) est égale à kon. Donc p, = 
(si 410). | 

Si k >> 10, la somme des numéros des boules extraites peut être 
égale à 4 + 1 dans les 20 — k équiprobables cas suivants: 
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la première boule porte le numéro 4 — 9, la deuxième boule, le 
numéro 40; 

la première boule porte le numéro 4 — 8, la deuxième boule, le 
numéro 9; 


la première boule porte le numéro 10, la deuxième boule, le 
numéro # — 9. 


Vu que la probabilité de chacune de ces combinaisons reste toujours 


# « 2 = # e. 
égale à _. , alors, pour #4 > 10, p, — a. Pour déterminer 


M (X) et D (X), formons le tableau ci-dessous : 


Xp — MX) | [x — MORE | p, [x, — M (X)]? 


—9 


+ - L 1 - 


© SN EE N Co 
GERS E 


ND 


© D I UE À ND 
* 

© © 

(Je) 


OO 0O0O0O0m me © 


+ 


«© © 
© 


L ] 


L 1 


SRFBSS 
LEIFRBS RS 


(0 
1 
2 
3 
4 
5) 
6 
7 
8 
9 


000020" 
Or mOCOCO 


© 


LL ] 
+ 


CES 
= 
8 
En 
SA 
© 


De cette façon, 


19 
M (X) — > Pr = 11, D(X)=16,5. 
k=1 
L'inégalité 
100 


800 < À x; < 1400 
i=i 


17% 
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est équivalente à l'inégalité 
100 


— 300 < D) x; — 1100 < 300, 


i=1 


ou à l'inégalité 


ou, enfin, à l'inégalité 


De cette façon, € —3. 


100 \ 
D # 


Par conséquent, P 11 EN 


786. Un dé à six faces est lancé 40000 fois. Evaluer la probabilité 
que la fréquence d'amener 6 points s’écarte de moins de 0,01 de la 
probabilité d'amener 6 points. | 

Réponse. P (ox +1 <0 01 >< 

° 10 000 (e : 77 36 

187. Une urne contient 100 boules blanches et 100 noires. On 
tire 50 boules, la boule extraite étant remise dans l’urne avant d'ef- 
fectuer le tirage suivant. Evaluer par majoration la probabilité 
que le nombre de boules blanches du nombre des boules extraites 
satisfasse à la double inégalité 15 << m << 35. 

2 m 1 1 7 

Réponse. P(lS—-zl<5)>+. 

788. A la suite de 200 épreuves indépendantes on trouve les va- 
leurs z,,Z:, . .., Topo d'une variable aléatoire À. On sait en outre 
que M (X) — D (X) = 2. Evaluer par majoration la probabilité 
que la valeur absolue de la différence entre la moyenne arithmétique 

200 
à % 
des valeurs de la variable aléatoire 5 et l'espérance mathé- 
1 


matique soit inférieure à ni 


Réponse. Z , 
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$ 13. Théorème de Moivre-Laplace 


Si l’on effectue n épreuves et si dans chacune de ces épreuves la probabilité 
de réalisation d un événement À cest p, alors la fréquence de réalisations de cet 


? ? m » e ” . » . . e e 
événement — représente une variable aléatoire régie par la loi binomiale, son 
n 


espérance mathématique et sa dispersion étant respectivement p et . . La va- 
m 
nn 
riable aléatoire t, — —— dont l'espérance mathématique est nulle, alors que 


nm 
la dispersion est égale à l'unité est appelée fréquence normée de l'événement 
aléatoire considéré (elle suit aussi la loi binomiale). 

Le théorème de Moivre-Laplace affirme qu'en présence d’un accroissement 
infini du nombre d'épreuves n, la loi binomiale qui régie la fréquence normée se 
transforme à la limite en une loi normale de même espérance mathématique 
(c'est-à-dire nulle) et de même dispersion (c'est-à-dire égale à l'unité). En vertu 
de ce théorème, lorsque n» est grand, pour trouver les probabilités des inégalités 
vérifiées par la fréquence (ou par le nombre d’arrivées) d’un événement aléatoi- 
re, on peut faire appel à une estimation approchée à l’aide de l'intégrale de pro- 
ut (fonction de Laplace). Notamment, les formules ci-dessous sont va- 
ables: 


789. Quelle est la probabilité qu’en x épreuves un événement À 
soit réalisé de & à B fois? La probabilité d'arrivée de l'événement 
A est p. 

Solution. La double inégalité 


T—np 
a << a T b 
V'npq 


est équivalente à la double inégalité 
np+aWnpq<xz<np+bV npq. 
On pose np+aVnpq=a, np+bV npq=$. D'où 


En appliquant le théorème de Moivre-Laplace, on obtient 


Pacx<p=s[o( EE) -0(5) | 
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790. En chaque épreuve, la probabilité d'un événement À est 
égale à 0,7. Combien de fois faut-il répéter l'épreuve pour que l’on 
puisse attendre avec une probabilité égale à 0,9 que la fréquence 
pin de l’événement À va s'écarter de la probabilité de 0,05 au 
plus ? 

Solution. Les conditions du problème donnent 


Ë | —0,7|<0,05. D'où l'on tire 0,657 X <0,75n. Dans 


la formule obtenue lors de la résolution du problème précédent, 
on met & = 0,65n, B — 0,75n. Alors 


P (0,65n << X <0,75n) = 
_A 0,75n—0,7n 0,65n—0,7n \1 1 V2n 
(7 1 de 7 di abs 20 ) 
nr. — V FR 


On trouve n de l'équation Ve ) — 0,9. D'où 
c'est-à-dire n :-274. 

791. Quelle est la probabilité que 100 jets d’une pièce de monnaie 
amènent face de 40 à 60 fois? 


Indication. Utiliser le résultat du problème 789, en posant 
aæ—40, B—60, n —100, p=q=+; 


P(40<X<60)=5[0(TE) © (TE) |. 


V/50 

Réponse. 0,954. 

792. Une urne contient 80 boules blanches et 20 noires. Combien 
de boules (avec remise de la boule extraite dans l’urne) faut-il tirer 
pour que l’on puisse attendre avec une probabilité égale à 0,95 que 
la fréquence de sortie d’une boule blanche va s’écarter de la probabi- 
lité de sortie de moins de 0,1? 

Réponse. 61. 


$ 14. Systèmes de variables aléatoires 


Il arrive souvent que le résultat d’une épreuve soit décrit non pas par une 
variable aléatoire X, mais par plusieurs variables aléatoires X;,, X2, ..., Xn. 
On dit, dans ce cas, que les variables aléatoires forment un système (X1, X2, ... 


An) 

Un système de deux variables aléatoires (X, Y) peut être représenté par un 
point aléatoire dans le plan. 

Un événement qui consiste en l'encadrement dans un domaine D d'un point 
aléatoire (X; Y) se note (X; Y) C D. ; 

La loi de répartition de deux variables aléatoires discrètes peut être donnée 
à l’aide d’un tableau de la forme 
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OÙ Ty To Le. Em Yi Yo Le Un, Pij représentant la probabi- 
lité d’un evénement consistant en la vérification simultanée des égalités X — 
m n 
= 2j, Ÿ = y;. Danscecas, > D)p;;—1. Le tableau ci-dessus peut contenir 
i=1 j—1 
une infinité de lignes et de colonnes. 
La loi de répartition d’un système de variables aléatoires continues (X, Y) 
sera donnée à l’aide d’une fonction densité de probabilité f (x, y). 
La probabilité que le point aléatoire (X : Y) se situe dans le domaine D est 
définie par l'égalité 


| PIX: Y) en=\ | f(æ, y) dx dy. 
D 
La fonction densité de probabilité jouit des propriétés suivantes: 
oo —< 00 
ik N>0 2 | | f(x, y) dr dy=1. 


Si tous les points aléatoires (X; Y) appartiennent à un domaine fini D la 
condition susmentionnée prend la forme 


ff f(x, y) dx dy=1. 
D 


Les espérances mathématiques des variables aléatoires discrètes X et Y figu- 
rant dans le système sont données par les formules 


mn mon 
mx=M(X)= D D sipis, my=MY)= D D viPii, 
i=1 7=1 i=1 31 
alors que les espérances mathématiques des variables aléatoires continues sont 
déterminées comme suit : 
00 —+-00 
ri 
mx= M (X)= \ | z-f(z, y) dx dy, 
00 —00 
oo “+00 
my=MO= À À ut, masdy. 


— 00 —00 
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Le point (m,; m,) est appelé centre de dispersion du système de variables aléa- 
toires (X, Y). 

Dans le cas où les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, les espé- 
rances mathématiques m, et m, peuvent être trouvées d'une façon plus simple, 
en partant des lois de répartition de ces variables aléatoires et en appliquant la 
formule citée au paragraphe 6 du présent chapitre. 

Les dispersions des variables aléatoires discrètes X et Y sont calculées par 
les formules 


m nn 
D(X)= ÿ > Pij(ri— max)", 
i=1 j—= 
m n 
D(Y)= > D pij(yj— my}. 
1==1 7= 1 


Si les variables aléatoires X et Y figurant dans le système sont continues, leurs 
dispersions sont données par les formules 


+00 —+-00 

D(x)= | À @-—ma.j(e, y) dr du, 
+oo oo 

D(Y)— | | (y—my)®.f (x, y) dx dy, 


0x=V D(X), ay=V D(Y) 


étant les écarts quadratiques moyens des variables aléatoires X et Y. Les disper- 
sions peuvent être calculées par les formules 


D (X) = M (X°) — [M (X}F, 
D (Y) = M (>?) — [M MF. 


Un rôle important dans la théorie des systèmes de variables aléatoires joue 
4 e e Lé æ Q Q 
l’ainsi appelé moment de corrélation (covariance) 


Coy = MUX — m3) (Y — my)l. 


| Pour les valeurs aléatoires discrètes, le moment de corrélation est trouvé 
d après la formule 


Cry DE D > (En — mx) (Ym— My) Pam: 
m à 


alors que pour les variables aléatoires continues on utilise la formule 
+00 +00 
Cay= À À (ma) (y—ms) (a, 1) de dy 
Le moment de corrélation peut aussi être calculé par la formule 
Cxy = M(XY) — M (X)-M (Y). 
Ici, 


M (AY) = 2 2 TnYmPmn 
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pour les variables aléatoires discrètes X et Y, et 


+00 +0 


MX) À | 'auite, mdr ay 
— 00 — 00 
dans le cas, où les variables aléatoires sont continues. 
Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si la probabilité de 
l'une d'elles de prendre une valeur située dans n'importe quel intervalle du do- 
maine de ses valeurs ne dépend pas de la valeur prise par l’autre variable aléatoi- 


re. Dans ce cas, 
M (XY)= M(X)-M (Y); Cry 0 À 


La liaison entre les variables aléatoires X et ŸY est caractérisée par l'ainsi 
appelé coefficient de corrélation 


r == Cxy 
"T7 6x-0y 
qui est une grandeur sans dimension. 

Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors r,,, — 0. Mais si 
ces variables aléatoires sont liées entre elles par une relation linéaire bien définie 
Y = aX + b, alors r,, = sign a, c'est-à-dire r,, = 1 si a >0,etr,, = —1 
si a < (. 

Généralement parlant, le coefficient de corrélation vérifie la condition 

—1 a Txy < 4. 
193. Chacune de deux urnes contient 6 boules : 
Î-re urne 2-e urne 
1 boule portant le n° 1. 2 boules portant le n° 1, 
2 boules portant le n° 2, 3 boules portant le n° 2, 
3 boules portant le n° 3. 1 boule portant le n° 3. 


Soient X le numéro de la boule extraite de la 1-êre urne et Ÿ le numéro 
de la boule tirée de la seconde urne. 

On tire une boule de chaque urne. Former le tableau de la loi 
de répartition du système de variables aléatoires (X, Ÿ). 


Solution. 
Le point aléatoire (1; 1) est de multiplicité 
Le point aléatoire (1; 2) est de multiplicité 
Le point aléatoire (1; 3) est de multiplicité 
Le point aléatoire (2; 1) est de multiplicité 
Le point aléatoire (2; 2) est de multiplicité 
Le point aléatoire (2; 3) est de multiplicité 
Le point aléatoire (3; 1) est de multiplicité 
Le point aléatoire (3; 2) est de multiplicité 
Le point aléatoire (3; 3) est de multiplicité 


D © D DNbDR Re = 
X X X X X XX X X X 
= © ND = © ND = © N 
RSR 
HOBNDE ES EN 


En tout, il ya 6 X 6 — 36 points aléatoires (un point de multi- 
plicité nr correspond à 7 points). 

Etant donné que le rapport entre la multiplicité d'un point et 
le nombre total de points est égal à la probabilité d'apparition de 
ce point, le tableau de Ia loi de répartition du système de variables 
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aléatoires données prend la forme 


La somme de toutes les probabilités indiquées au tableau est 
égale à l'unité. 
794. Trouver l'espérance mathématique des variables aléatoires 
X et Ÿ en se plaçant dans les conditions du problème précédent. 
Solution. On a 
A RS ER NS LUE 
x 18 9 6 D T6 A 36 
1 1 2+8+18+3+12+27+1+4+9 41, 
tés +94 - 36 T3: 
1 1 1 1 1 1 
Mythes +s-+l.s +++ 
1 _24+6+3+44+12464+64+184+9 45 
; 6 ” 


Le point (2: 1) est le centre de dispersion du système (X, Ÿ) 


donné. 
Vu que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes (cf. 
conditions du problème précédent), les espérances mathématiques 


peuvent être calculées d’une façon plus simple, en utilisant les séries 
de répartition: 


1,2 3 1 
me DPA=Trs ts 23 
1 , 5 
m=DPH=ztitz={s. 
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795. Trouver la dispersion des variables aléatoires X et Y, les 
conditions du problème 793 restant les mêmes. 
Solution. Passons du système de variables aléatoires 


{X, Y) à un système de variables aléatoires centrées (X, Y}), où 


° 1 ; 5) 
X=X-m=X—-2e, Y=Y-my=Y—1—. 


+ E) 
Atteinte 
De) (EE ( 
DL (D (D (HD 
RECENT 
D'où l’on tire ; : 
LE, 5€. 


Remarquons que D (X) et D (Y) peuvent être trouvées par les 
formules 


D(X)=M(X)—[M(X)F, DT) = M (7°) — [M Fr. 


796. Trouver le coefficient de corrélation, en se plaçant dans 
les conditions du problème 793. 
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Solution. Utilisons le tableau de répartition du système de 


© [e) 
variables aléatoires centrées (X, Y). 
Déterminons la covariance C,, : 


Cu (5) (5) +5) 5) + 


Æ 
+555) st 
Hire 
=-5(-mtetm) 5 (+ tre) + 
+8 (art) —#0-404 2.020 


Vu que C,, = 0, le coefficient de corrélation r,, = 0. 

Le même résultat aurait pu être obtenu sans détermination de 
la covariance C,,. En eïfet, en posant Ÿ = 1, on trouve que: 

la valeur À — 1 se répète 2 fois; 

ia valeur À — 2 se répète 4 fois; 

la valeur X — 3 se répète G fois. 
Ainsi, pour Ÿ — 1, on obtient la série suivante de répartition de la 
variable aléatoire X : : 


Lorsque Ÿ — 2: 

la valeur À — 1 se répète 3 fois; 

la valeur X — 2 se répète 6 fois; 

la valeur À — 3 se répète 9 fois. 
Donc, si Ÿ — 2, on obtient la série suivante de répartition de la 
variable aléatoire X : 


Finalement, si Y = 3: 

la valeur X — 1 se répète 1 fois; 
la valeur X — 2 se répète 2 fois; 
la valeur X — 3 se répète 3 fois. 
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Pour Ÿ — 3, la série de répartition de la variable aléatoire À sera : 


On voit donc, que pour différentes valeurs de Y, la série de ré- 
partition de la variable aléatoire X reste inchangée. 

Etant donné que la série de répartition de la variable aléatoire X 
ne dépend pas des valeurs prises par la variable aléatoire Ÿ, ces 
deux variables aléatoires sont indépendantes. 

Il s'ensuit que le coefficient de corrélation est nul. 

797. Un système de variables aléatoires (X, Ÿ) suit une loi de 
répartition de densité 


fa y)=a+p) si +f<r(r>o0); 
f (x, y) = 0 si + >r. 
Trouver le coefficient a. 
Solution. Le coefficient a est déterminé à partir de l’équa- 
lion a: [| (x? + y?) dx dy = 1, où D est un disque borné par cir- 
D 


9 
æ 


conférence x° + y? — r*. En passant aux coordonnées polaires, on 


obtient 
onu r 
| \ 5.dp.d8—1, .2%a—1, c'est-à-di ne 
a] \ p°-dp- =1, -2rxa—1, rà-dire a =. 
0 0 


798. Un système de variables aléatoires (X, Y) est régi par une 
loi de répartition de densité 


f(x, y)=a(x + y) dans le domaine D 
et 
f (x, y) — 0 en dehors de ce domaine, 


où D est un carré borné par les droites x — 0, x — 3, y — 0, y — 3. 

a) Déterminer le coefficient a. 

b) Calculer la probabilité que le carré Q borné par les droites 
z=1Â,x—2,y — 1, y — 2 encadre le point aléatoire (X ; Ÿ). 

c) Trouver les espérances mathématiques m, et m,. 

d) Trouver les écarts quadratiques moyens ©, et 0,. 

Solution. a) Le coefficient a est déterminé à partir de 
l'équation 

3 3 


a | | (x + y) dx dy —1, 


0 0 
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= m+rr =a | ++ )= 27, 21G=T, Le à 
| 1 à 

b) axe Q=+ | ( (&+ y) dx dy = 
1 1 


7j (+#)fer | (ete 


) = 
—” 
SR 
& 
[| 


c) On trouve les espérances mathématiques m, et m,: 


— 


3 3 3 

m7 | frt+y)ddy=z |[ey+ ST a 
0 0 0 

+ (a+Sr)d- [re] = 7 (27++ )=1 
0 


Par conséquent, on a également m, — 12, 
d) On trouve les écarts quadratiques moyens 6, et O,: 


3 3 3 3 
a | | (x + y) dr dy — a | (ay+#) dr=a. | (3:++) dx = 
fs 0 
2 2 


[CH V 


27 | 


1 
4: 


= [| (2—mA.f (x, néréy=. | | (27) (e+y) ddr 
D 


© 
© 
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1 625 2401 1 125 
=" (2-56) +16 7 (& + en )= 


1.176, 41,39 468 37,169 _182_ 11 
"36 256 1 162 2 ‘64 192 1 192 192 16 ” 
Donc, LS 


799. Un système de variables aléatoires (X, Ÿ) suit une loi de 
répartition de densité 


f (x, y) = a-sin (x + y) dans le domaine D 
et 
f (x, y) = 0 en dehors de ce domaine. 


Le domaine D est déterminé par les inégalités suivantes : 
JT eLA 
a) Déterminer le coefficient a. 
b) Trouver m,, my, Ox, Oy- 


c) Déterminer le coefficient de corrélation r,y. 
Solution. a) Le coefficient a est trouvé de l'équation 


a- | | sin (x + y) dy dx — 1. 
0 0 
D'où 


TT 


cos (x + y) [7 dr = 


ot———rt2| 4 


e 
dy dr = — 
«| [snt+ y a 


I 


TI 
Ex 

= | (sin x + cos x) dr — a (sinxz—cosx) Pa = 24, 
0 


st-à-dire f(x, y) =+sin (z+ y) dans le domaine D. 


e 
TI 
2 
| x-sin (x + y) dy dr — 
0 


ELA 


L (cos (z+ y) |Ÿ x dr =: 


EL 2 
2 2 
= Le | sin +y) = — 
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I 
2 2 
0 

TT 

Eu Te 
=+ | s(sinz+cos x) dr + x (sinx—cos x) | — 

0 

T 

1 F 5 
RL (sinx— cos x) dx = + = (cosr+sin x) [? =. 


= M (X2)—{M (X)P = + 


a EL 
11, m1, 
=; |: TL dT—E 5 2 (sin 2 + 008 2) dr — = 
0 0 
ñl _ 
a 2 re 
= x? (sinz— cos r)|* | z(sinz— cos) dr T— 
0 


LL 
r2 : ri t T2 
= +z(sinx+cos zx) Pa | (sinx+cosx) d— = 
0 


= — = T4 L(sinr—cos x) |? — = +72. 


Par conséquent, 
Or = 0 = OO y = — gg: 


c) On détermine la covariance C,, : 
X TX 


D 
Cy = MXY)-M MT) = | Vaysin(e+y) ddr 5 T= 
0 0 
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LL 
2 


2 
ycos(r+y)lf — | cos(r+y) dy |rdr— = 


] 
| 
wi 
Re QE 
ns 
ot «| 4 


- COS (z++) — sin (++) +sins | dx = 


I 
| 
Ll= 
CCE TO EE 
& 
es 
w] a 


I …. . 
—+sinz—cosz+sinz) dr — = 


8 
ns, 


nl 


ñn: > : Tt2 
—— sin z+ cos z—sinz) dr — = 


2 


à 
nn, 


KL 


x 


: ELA 2 
= — —— CO C — 
;z (sinz 5 S Z + osz)| 


LS 

= (sinr—+cosr+cosx) dr — 

2 16 
(1) 


FA 
=5—5(sinz—Ssinz— cos D 
& 2 2 | 0 16 

Dr 1m 1 2 Bn—t6— 
7 à 2 4 2 16 — 16 
D'où 
au croy  n2+8n—32 3.002 


800. On donne le tableau qui détermine la loi de répartition d'un 
système de variables aléatoires (X, Ÿ): 


18—079 
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a) Trouver À. 
b) Trouver les espérances mathématiques m, et My. 
c) Trouver les dispersions 0$ et 0. 
d) Trouver le coefficient de corrélation r.,. 
m5 Dm, 22, m, = 4; c) 0 = 56, où — 
— 259; d)r,, = 0,56. 
801. Un système de variables aléatoires (X, Y) suit une loi de 
répartition de densité 


Réponse. a) À — 


.f (x, y) = axy dans le domaine D 
et 


f (x, y) = 0 en dehors de ce domaine. 


Le domaine D est représenté par un triangle borné par les droites 
z+y—1—0,zx—0, y = 0. 

a) Trouver a. 

b) Trouver les espérances mathématiques m, et m,. 

c) Trouver les dispersions 0% et 0’. 

d) Trouver le coefficient de corrélation r . 


Réponse. a) a—24; h) Me = My = =; C) 0=0=— 
9 


T 
802. Un système de variables aléatoires (X, Ÿ) est régi par une 
loi de répartition de densité 


f(x, y) = a — 2 = y, si à + y < a° (a > 0); 
f(x, y). = 0, si 2° + y > a°. 
a) Trouver a. 
b) Trouver les espérances mathématiques Max et My. 


c) Trouver les dispersions 0% et 04. 
d) Trouver le coefficient de corrélation r., y 


1 
Réponse. a) a — Ven b) m—my=0; c) o2=0— VE * 
di r= 0: nee ne 


Æ ; d) Try — 


- $-15. Lignes de régression. Corrélation 


On donne un système de variables aléatoires (X, Y). SURPOSQRE qu'à la suite 
de r épreuves on ait obtenu n'points (21; Y1), (Tes Yo)» + + +» (Tn3 Un) (il est pos- 
sible que certains de ces points se confondent). 

On demande de calculer le coefficient ge Fe UoE se ce système de 
variables aléatoires.- — ---- —- : 

En vertu de la loi des grands nombres, pour. n assez and, on peut remplacer 
dans les formules permettant de calculer 0%, 07 et Cxy Les espérances nine 


tiques M (X} et MY }-par les moyennes. arithmétique. des: variables Ménlonse 
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correspondantes. On obtient ainsi les égalités approchées suivantes: 


M(X)= z=- - s M (Y)= y= _i 
7 n n 
a 9 NY 
> Ti > CE TiUi 
1—1 _ 2 1—=1 i=! —— 
oi & OR Ve Cry & nm EY. 
D'où l'on trouve le coefficient de corrélation d’après la formule 
Ca 
“8 O:-0y 
Si| rey IV nr — n — 4 > 3, alors la liaison entre les variables aléatoires X et Y 


est assez broba able. Si Re liaison entre X et Y est établie, alors l’approximation li- 
néaire y. en fonction de x est donnée par la formule de la régression linéaire 


= = O = 
Yx —Y —=Txy* — (z— x), 
x 
ou L 
Yx = az + b. 


L'approximation linéaire z, en fonction de y est donnée par la formule de 
la régression linéaire 


= = 0 = 
Ty TS Faye (YU), 
U 
ou 
Zy = Cy+d. 


Il faut avoir en vue que Yx = ar + b'et 2; = cy + d sont des droites qui 
ne se confondent pas (fig. 45). La première de ces droites est obtenue en résol- 


‘Fig. 45 


vant le problème de minimisation de la somme des carrés des écarts suivant la 
verticale, alors que la seconde droite résulte en résolvant le même problème 
suivant l'horizontale. | 

Pour former les équations des régressions linéaires, il faut : 


D à l’aide du tableau initial des valeurs (X, Y) calculet'z, y, o,, Cyr Cry 
Ty ire 
ES vérifier l'hypothèse d' existence d'une liaison entre X et Y; 
3) former les équations des deux lignes de régression et tracer les courbes 


représentatives correspondantes... 2: 6 
18* 
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803. On donne le tableau suivant : 


Suite 
i | 10 | 11 | 12 | 143 | 14 | 45 | 16 | 17 
X | 0,75 | 0,82 0,84 | 0,87 0,88 | 0,90 0,95 1,00 


1,19 | 1,15 1,00 


Déterminer le coefficient de corrélation r,, et les équations des 


lignes de régression. 
Solution. Formons le tableau de calcul: 


1 0,25 
2 0,37 
3 0,44 
& 0,55 
5) 0,60 
6 0,62 
7 0,68 
8 0,70 
9 0,73 
10 0,75 
11 0,82 
12 0,84 
13 0,87 
14 0,88 
15 0,90 
16 0,95 
17 1,00 
D | 11,95 


… 


CG O1 


=” One UN D = =] 


© = 2 NN D € Lo A Qt O1 Où «I 1 © = 
O1 à CU = 


© 


Or © D © 


= ee eh bed De eh De De De eh pub mb Dm > NS (9 IN 
L 1 - 


© 


- 


0,0625 
0,1369 
0,1936 
0,3025 
0,3600 
0,3844 
0,4624 
0,4900 
0,5329 
0,5625 
0,6724 
0,7056 
0,7569 
0,7744 
0,8100 
0,9025 
1.0000 


9,1095 


6,6049 
9,3961 
4,4944 
3 , 6864 
3,0625 
2,9241 
2, 5600 
2,2801 
2,2500 
1,9881 
1,7689 
1,7161 
1,9625 
1,4400 
1,4161 
1,3225 
1 ,0000 


| 45,4127 


0,6425 
0,8547 
0,9328 
1,0560 
1,0500 
1,0602 
1,0880 
1,0570 
1,0950 
1,0575 
1,0906 
1,1004 
1,0875 
1,0560 
1,0710 
1,0925 
1 ,0000 


| 17,3917 
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De ce tableau l'on tire: 


17 17 
Dr;—11,95, D y: 26,83, 
i=1 i—=1 


17 17 
D'z—9,1095, D'y—45,4127, D ziy: —17,3917. 
i= 1 1=1 i 


i—=1 


On trouve maintenant 


où = 20 — (0,7029) - 0,0418, 


on 7 
où = UT _ (1,5782)2— 0,1806, 


0,—0,2042, o,—0,4250, 
Cou = TT —0,7029 .1,5782— —0,0863, 


— 0,0863 
au © -2042-0,4280 — — 09945. 
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Calculons la valeur du produit |r,, |-Vn TT; vu que |rey | X 
X Vn — 1 — 0,9943.4 — 3,9772 > 3, la liaison est assez bien 


fondée. 
Les équations des lignes de régression sont : 


= y = 
Ve Y= Tant. (GE), 


0,9943 -0,4250 
0,204 (x — 0,7029), 


— dise 0329 ; 


y, —1,5782— — 


Ty—I= Txy° Oy LE (y— y), 


x, — 0,7029 — _ O-02E (4 5782) 


zy= —0,4776y + 1,4566. 


Après avoir construit les points résultant du tableau et les li- 
gnes de régression, ou voit que les deux lignes passent par le point M 
(0,7029 ; 1,5782). La première ligne détermine sur l’axe des ordonnées 
le segment 3,0329, alors que la seconde définit sur l’axe des abscis- 
ses le segment 1,4566. Les points (x; ; y;) se situent dans le voisi- 


nage des lignes de régression. 
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804. Soient os la limite d’élasticité et 08 la limite de rupture 
d'une marque d'acier, Ÿ étant sa teneur (en %) en carbone. 
A la suite de 79 épreuves, on obtient le tableau suivant de corré- 


lation des grandeurs X = + et Y : 
B 


Les entiers figurant au tableau indiquent l’ordre de multiplicité 
des valeurs des points aléatoires correspondants. Ainsi, par exemple, 
le point de coordonnées x = 0,8, y = 0,6 est de multiplicité 14, ce 
qui signifie qu'en 14 épreuves la valeur x — 0,8 était accompagnée 
par la valeur y — 0,6 

On demande de déterminer le coefficient de corrélation et les 
équations des lignes de régression. 

Solution. On trouve. 


7-05 (2+8)L0,6(4+2+9)10,7 (2412+3+1)+0,8 (21+ 14) +0,91 
mt D 0 rc 
__ 0,5:104+0,6-15+0,7-18+0.8:35+0.9-1 
79 
_ 5+9+12, 6+28+0,9 55,5 


Jo (2+21+1)+0,6(2+4+12+14)+0,7 (2+3)+0,8(8+9+1) _ 
5 ——————— = 
0,5-2440,6-3240,7-5+0,8-18 _ 124 19,24 3,5+ 14,4 


rame a 
No PE ET =— 


Déterminons les moyennes arithmétiques des grandeurs z°, y? 
et zy: 
(0,5)2-(2+ 8)+(0,6)2-(4+2+9)+(0,7)2-(2+124+3+1) + 
79 79 EE 
__0, 29-10 +0,36- SQ _ 18+.0,64-35 +0, 81 _ 


_ 2,9+5,4+8, 824224 4.0 81 39,93 — 0.505 : 
79 ET Nu L 
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(0,5)2.(2+21+1)+ (0,6)2-(2+ 4+ 12 + 14) + (0,7)2.(2+ 3) + 
ZE + (0,8)2- (ER En) L 
779 — 
— 0,25: 24 + 0,36- . 49.5+0, 64. 18 _ 
79 


___ 6+11,52+ 2,45 + 11,952 : 31,49 — 0.398 : 


0,5:0,6-2+ 0,5.0,8-8-+0,6-0,6-4+0,6-0,7-2-+0,6.0,8.9-+ 
+0,7-0,5-2+0,7-0,6-12+0,7-0,7:3+0,7-0,8-1+ 
2ry +0,8-0,5-21+0,8-0,6-14+0,9-0,5.1 
79 


= -7(0,6+3,2+ 1,44 + 0,84+ 4,32 +0,7+5,04+ 
+1,47 + 0,56 +8,44 6,72 + 0,45) = 0,427. 


Trouvons les dispersions et la covariance : 

0% — 0,505 — (0,703)? — 0,505 — 0,493 — 0,012; ©, — 0,11; 

0 = 0,398 — (0,622)? — 0,398 — 0,387 — 0,011; o, — 0,105; 

Cry = 0,427 — 0,703 -0,622 — 0,427 — 0,437 — —0,01. 
Trouvons le coefficient de corrélation : 


Cxy 0,01 
Tu cop — —0,11-0,105 — — 0,867. 


Calculons la valeur du produit ray VW n—1: 
lreul-V nr —1—0,867-V 79 — 1 — 0,867 -V 78 — 0,867 -8,84 — 7,66. 
Etant donné que |r,y | V nr — 1 > 3, la liaison est assez probable. 
Les équations des lignes de régression sont : 
— — [64 — 
Ux —Y= ray ge (G—2), 


y.—0,622— — 0,867. 0406. (x — 0,703), 


— — 0,828 (r—0,703), yz— —0,828r + 1,204 ; 


By Tays ge (U —U). 


z,—0,703— — 0,867. TI (y — 0,622), 


Zy —0,703— — 0,908 (y —0,622), Ty = — 0,908y + 1,268. 
805. On donne le tableau de corrélation des variables aléatoires 
X et Y, où X est le délai de service d’une roue de voiture (en ans), 
Y étant l’usure moyenne (en mm) mesurée suivant l'épaisseur de la 
couronne de roue. Déterminer le coefficient de corrélation et les 
équations des lignes de régression. 
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0 
1 
2 
3 
4 
5) 
6 
7 


Réponse. rey — 0,664; ÿx = 3,647 — 0,15; x, = 0,12y + 1,24. 

806. On donne le tableau de corrélation des valeurs aléatoires 
X et Y, où X est la flèche de courbure du rail (en cm), Ÿ étant le 
nombre de défauts de ce rail (en cm par 25 m de longueur du rail). 

Déterminer le coefficient de corrélation et les équations des 
lignes de régression : 


© 
[SA 
{ 
De 
[= 
CES 
ot 


20 
7,0 2 
1,9 1 1 1 1 
8,0 1 1 
8,9 2 
9,0 2 1 1 3 
9,5 2 
10,0 3 2 4 3 3 
10,5 4 5) 1 3 1 
11,0 3 3 2 6 
11,9 3 5) 1 9 
12,0 5) 3 6 4 4 
12,5 1 1 3 10 6 
13,0 1 1 4 o 
13,5 1 1 1 6 
14,0 2 1 3 
14,9 2 1 
15,0 
15,9 1 1 


Réponse. rey = 0,321; x = 1,247 — 2,45; x, — 0,085y + 10,58. 


CHAPITRE VI 


NOTIONS D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


$ 1. Equations différentielles du premier ordre linéaires 
par rapport aux dérivées partielles 


Examinons l'équation différentielle 
. 02 0z 
X+Y 2 (4) 


où X, Y et Z sont des fonctions de x, y et z. 
Résolvons au préalable le système d'équations différentielles ordinaires 


Admettons que la solution de ce système soit donnée par les égalités 
O1 (2, y, 2) = Cu 
@o (2, y, 2) = Co. 
Alors l'intégrale générale de l'équation différentielle (4) est de la forme 
D [oi (x, y, 2), Oo (T, y, 2)] = 0, 
où ® (1, w) est une fonction continûment différentiable arbitraire. 
807. Trouver l'intégrale générale de l'équation 
0z Oz 
Pros + y dy —= Z. 
Solution. Considérons le système d'équations ——=—, 
d d : 
2. on obtient _ —C;; la solu- 


En résolvant l'équation 
tion de l’équation LE = sera = C2 
On peut maintenant trouver l'intégrale de l'équation donnée : 
ÿ — En PA 
® : +)=0, ou 2=v(i), 
c’est-à-dire z = zx (+) , Où Ÿ est une fonction arbitraire. 
808. Trouver l'intégrale générale de l'équation 


0z () 
+ p) + 2ry + = 0. 
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Solution. Ecrivons le système d'équations 
dz dy __ dz 


z2+y2  2zxy (ù 


Une des propriétés des proportions nous permet de mettre 


l'équation = a sous la forme 
dz+ dy __ __ dz—dy u EH den 
T2+y2+2zy 224 y2—21y | (x + y)? (x — y)? 
En intégrant, on obtient 
La dernière égalité peut s’écrire Re 


z2— y? — 
La deuxième équation du système dz—0, d'où l'on tire z= C2. 
L'intégrale générale est de la forme 


(hr 2) -0 


y 
222 * © 


— 


=) 


809. Trouver la surface qui vérifie l’équation 


yz TE + x = — 2xy 
et qui passe par la circonférence 
a? + y? = 16, 
{ 2 = 3. 
Solution. On résout le système d'équations 
Le 
YZ  xz 2zy ° 
En faisant disparaître le dénominateur, on obtient le système 
x dr = y dy 
2x dx = —2 dz. 


L'intégration de ces équations donne 
x? — y? = Ci, 


2 
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L'intégrale générale de l’équation donnée est de la forme 


2 
+= (rt —y?). 
Maintenant, il faut trouver la surface faisant partie de la famille 
définie par cette équation et passant par la circonférence 
zx? + y? = 16, 


Z = 9. 


Pour trouver la fonction w figurant dans l'égalité qui définit l’inté- 
grale générale, on pose zx? — 16 — y?, z — 3. On entire 


16—y2+ 5 = 1 (16 —2y?). 
Notons 146—2y? —=t, d'où y? =8— - . Par conséquent  (t) = 
c'est-à-dire 


t+ 25 


2 9 
2 — 2 
paye) = ELRE 
l'équation de la surface 


En partant de l’égalité qui définit l’intégrale générale, on obtient 


z? 2—y2 +125 
Pre 
une sphère. 


c'est-à-dire z° + y? + z? — 25. On voit que la surface cherchée est 
810. Trouver l'intégrale générale de l’équation différentielle 
7 sin x 

Ôx 


++ sin y — sin. 
Réponse. tg _ = tg 


811. Trouver l'intégrale générale de l'équation différentielle 


yz + T2 + = Ty. 
Réponse. 2? = 2°? + 1 (y? — :x°). 
812. Trouver la surface vérifiant l'équation Messe 
z Ôx y Oy 
passant par la parabole 
(eo 


x — (0. 
Réponse. Le paraboloïde de révolution z = zx? + y. 
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$ 2. Exemples des plus simples équations différentielles 
aux dérivées partielles 


813. Trouver la fonction z — z (x, y) vérifiant l'équation diffé- 
rentielle Æ = 1. 
Solution. En intégrant, on trouve 
2 = 2 + (y), 


où œ (y) est une fonction arbitraire. Ainsi, on a trouvé la solution 
générale de l’équation différentielle donnée. 
2 
814. Résoudre l'équation différentielle _ | 


Solution. En effectuant une double intégration, on obtient 
Zn = +P(x), 2 = y +y-p(x) + (x), 


où p (x), ÿ (x) sont des fonctions arbitraires. 


Gy, où z—2z(x, y). 


2 
815. Résoudre l'équation différentielle a 0. 


* 


Solution. Tout d'abord, on procède à l'intégration de 
l'équation donnée par rapport à x: . — f (y). Ensuite, on intègre le 
résultat obtenu par rapport à y et l’on obtient 


2=p()+p@, où p(y)= | (à. 


816. Trouver la solution générale de l'équation différentielle 
02z 
Ôx ôy =1. 

Réponse. z = zy + @ (x) + Ÿ (y). 

817. Trouver la solution générale de l'équation différentielle 

074 

ôx2 0y2 =0 

Réponse. z = z-Qu (y) + Pa (y) + y'pa (x) + pa (x). 


$ 3. Types d'équations différentielles 
aux dérivées partielles du second ordre. 
Réduction à la forme canonique 


Examinons l'équation du second ordre 
d2z 02z d2z 0z Ôz 
a: mmtontesetE (z y, Z; Gz ? )=0. (1) 
où a, b et c sont des fonctions de x et y. 
On dit que cette équation est de type hyperbolique dans un domaine D si dans 


ce domaine b? — ac > 0; si b° — ac = 0, l'équation est de type parabolique; 
si b? — ac < 0, l'équation est de type elliptique. 
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L'équation 
d2z =F (- 7 22 ) 
8x dy — "HG? oy 


est appelée équation canonique de type hyperbolique. 


L' équation 
MF (2 7 92 —) 
ôy2 CEE ? y; , x , ôy 
est appelée équation canonique de type parabolique. 
L’équation 
02z , 02z 0z 02 
Or? + y? = F (=, VU) HS ’ a) 


est appelée équation canonique de type elliptique. 
L'éequation différentielle 


a-dy2— 2b dr dy + c-dr? —0 
est appelée équation des caractéristiques de l'équation 


02z d2z d2z ôz Oz 
Far dE Or ee Fr tF(z U, 2, )=0. 


x? dy 


Si cette dernière équation est de type hyperbolique, l'équation des caracté- 
ristiques possède deux intégrales: 


P (z, y) — Ci Ÿ (z, y) — Cas 
ce qui signifie qu'il y a deux familles de caractéristiques réelles. 


En effectuant le changement de variables Ë = (x, y), n = Ÿ (x, y), on 
réduit l’équation différentielle (1) à sa forme canonique: 


92z ôz 02 
mean 0 (ons, 2e). 

Dans le cas d’une équation de type parabolique, les deux familles de caracté- 
ristiques se confondent, c’est-à-dire que l'équation des caractéristiques ne donne 
qu'une seule intégrale @ (x, y) = C. 

Dans ce cas, on effectue le changement de variables £ = (x, y), n = % (x, y) 
où YŸ (z, y) est une certaine fonction pour laquelle À T-È A Æ (. 
A la suite du changement de variables, on obtient l'équation 


=D (8, n, D +) ; 


Pour l'équation de type elliptique, les intégrales de l'équation des caracté- 
ristiques sont de la forme 


P (xs y) Æ ip (x, y) = Cin 


où œ (z, y) et % (x, y) sont des fonctions réelles. 
En posant Ë — @ (zx, y), n = Ÿ (zx, y), on réduit l'équation (1) à la forme 


02z , d2z 0z 02 
EE Ton (En, DE +) : 


818. Réduire à la forme canonique l'équation 


ou o2u 
2. UN ER 
Le — TE — (. 
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Solution. Dans ce cas, a — x1°, b — 0, c — —y?, b? — ac — 
= z°y? >> 0; on a donc affaire à une équation de type hyperbolique. 
Etablissons l'équation des caractéristiques 


z°dy? — y? dr? — 0, ou (x dy + y dr) (x dy — y dx) = 0. 
On obtient deux équations différentielles 
zdy +ydrz =0 et zxdy — ydz = 0. 
Après avoir effectué la séparation des variables, on a: 
#40 ct ES 
Intégrons les équations 
ny+lnr=IncC, et Iny—Inr=Inc.. 
En revenant des logarithmes aux nombres, on obtient 


zy =C, et = C 


c'est-à-dire les équations des deux familles de caractéristiques. 
. . : - l 
On introduit les nouvelles variables Ë = zy, n — _ ; 
On exprime les dérivées partielles par rapport aux anciennes 
variables à l’aide des dérivées partielles par rapport aux nouvel- 
les variables : 


du _ ou © | ôu ôn _ du 
0x 0 ôr | On dr dE 7 on =? 
Ou _ du 0 , ôu ôn du Ou 1. 
Go ton og Ton = 
= (- + (+ = 
Or? x \ dE ôn = )= 
du 68 du  ôu _f d2u ê2u y du 2y 
=(& À toc 2) (2 Rte gp) + he 
NN +) — (= DCE, |. Ro a — 
= (5 y Œon 22/7 \'Œon ? — on 5 Dr 2 on en — 
__ ô2u du y? du y? Ou y 
à ee 
O2 Li 2%. .ôn zx on A1 ôn zx ? 
Œu ê2u d'u ôn 1 du  6Ë du ôn 
Oy? To (+ dv ? on *On- a) te (Ge à to 5) 
du du 1 4 d2u du 1 
=: (> THE + a+ )= 
_ 72, ou Ou 1 1 Ou 


922 don ‘ 22 60° 
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On porte les valeurs des dérivées secondes dans l'équation diffé- 
rentielle donnée : 


du _&u. ou? ô2u _yè du. y 
PER SE 


mn 2° 
4  O2u : 
— 12. 2 — —— | — 
pr EEE ane ) = 0: 
c'est-à-dire 
du 2 du y 
REG ÿ Fer = 0 
ou 
AR LL OREE À 
OË on 2 ôn zx è 
d’où 
SR LS | 


dEôn 2E 


et l'équation est ainsi réduite à la forme canonique. 
819. Réduire à la forme canonique l'équation 


d2z _. 
_— D c y2. ee 
= ‘Sin?x 2ysinx- e a +v 0. 
Solution. Dans ce cas, a = sin? zx, = — ySiNnT, C = Y°. 
Etant donné que b°® — ac — y? sin? x — y?-sin? x — 0, l'équation 


en question est de type parabolique. 
L'équation des caractéristiques est de la forme 
sin? z-dy* + 2y-sin x dr dy + y?.dr? = 0, 
ou 
(sin x dy + y dx}? — 0. 
En séparant les variables dans l'équation sin x dy + y dx = 0, 
on obtient 
dy dz 
y sin x 
A la suite de l'intégration, on a 


In y+iln tes —]nC, 
c'est-à-dire 
y-tg _. —C. 
Effectuons le changement de variables £ —y.tg _. , N—=Yy (une 
fonction arbitraire) : 
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= ( _ sc 2). y sec? F+T.< TE y sec? à gr — 
AR sect Etre sec Pig à : 
2 2 
En + er 7) TTRE RE Fm 
= gr + +2 te F +: 
= (+ Re 7) 9 sec? + 3 & sec? + — 
=; (St Fos )y-sec à J- + sec? + 


d2z d2z d2z 
Portons les valeurs de —, —, dans l’équation différen- 
"êr2 *  ôy2 Ôx 0y 


tielle : 
1 02z ns 2 T TL nr 
TZ dE y?.sec* 2 sin MEL] y -SeC°—- *{£ ÿ-‘Sin° x 
ni — eee): -y?.sec? — sin x —-7. -y-sec? © -sin x + 
3e 87 dE ôn p ÔË 2 


022 
+p (terra) 


On peut montrer sans difficulté que les termes contenant 
se suppriment mutuellement et que l’équation prend la 


d2z et 02z 
1) Ôë ôn° 
forme 
0e PAS OR EU ER UT EE 
T'Y sec tes -sin?r y HE Æ y Sec? + sinxz= 0, 
ou 
—— ôz te 
n2 T— TT dE è 
mais 
TZ 
: A8 ds E 
S1D T — Br 
1+ te? —- 
c'est-à-dire 
En 


1259 


LE 2E 0z 
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820. Réduire à la forme re l'équation 


d2z d2z 
Ôz2 27 _ +237 ôy2 = 0. 


Solution.lcia—=1, b— 1, c—= 92, b — ac = —1< O0, 
ce qui montre que l’é équation est de type elliptique. 
L'équation des caractéristiques va s’écrire 


dy? + 2dx dy + 2dx® = 0, où y?+y  +2—0. 


D'où y” = —1 + i; on obtient ainsi deux familles de caractéristi- 
ques imaginaires : 


y+z—ir=C, et y+z<+ixz = Ci. 
Effectuons le changement de variables É=y+z, n=x: 


D © 07 lon & tm” 
0z 0z à 0z 0 0z 
RL LL PE 


Ôy 0E Ôôy ôn Ôôy dE 
2 2 2 
= (RE È+E. + (ae Éte )= 
= +2 onto 
2 2 2 2 2 
tr ur im ns 


Dr _ Ps Œ, Gr on _ Ps 
dy? dE? y  d6ôn ôy dE” 
En portant les valeurs trouvées des dérivées partielles dans 
l'équation différentielle, on obtient 


02z 02z 9 #72 022 02z 
+2 gen tan 2 2 ont 2 = 0 
c'est-à-dire 
d2z Ô2z 
tam 0 


821. Réduire à la forme de l'équation 
02z 
y? 
m0 +22 ÿ° Zaty ae — 0. 

; 02z y 
Réponse. 7e = 0: E=—, n = y. 
822. Réduire à la forme canonique l’équation 
d2z 02z d2z 

Cl aa a 2% 0% — 0 
02z 


ŒÆ on — = =0, E=z+y, n—=3xz+7y. 


Réponse. 


19—079 
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823. Réduire à la forme canonique l'équation 


1  192z 1 62z 
Fete 


; 02z , 62z 1 1  6z 1 4 \ _— Le 
Réponse. tete (Ets) ss E=Yÿ", 1 —T*. 


$ 4. Equation de la corde vibrante 


1. Résolution de l’équation de la corde vibrante par la méthode des carac- 
téristiques (méthode de D’Alembert). On appelle corde un fil mince flexible. 
Supposons que le long de la corde est exercée une forte tension initiale T,. 
Sous l'influence d'une certaine force la corde quitte la position d’équilibre 
pour commencer à vibrer (fig. 46). 

Dans ce qui suit, on se limitera à l'examen des petites vibrations transver- 
sales de la corde s'effectuant dans un même plan suivant les conditions ci-après: 


dT - 
Fig. 46 


les pense des points de la corde par rapport à la position de repos sont 
de faible ampleur; à tout moment, tous 1e points de la corde se trouvent dans 
un même plan et chaque point oscille tout en restant sur la même perpendicu- 
laire à la droite désignant la position de repos de la corde. 

En prenant cette droite pour l’axe Oz, désignons par u = u (x, t) le dépla- 
cement des points de la corde par rapport à la position d'équilibre au temps t. 
Pour chaque valeur fixée de t, la courbe représentative de la fonction u — 
= u (x, t) dans le plan xOu représente la forme de la corde au moment t. 

La fonction u = u (x, t) vérifie l'équation différentielle 


ou ou 

RER RS 

ge ge dl 
To 


OÙ a = —, p= À , p est la masse de la corde par unité de longueur (densité 


linéaire de la corde), F est la force qui agit sur la corde par unité de longueur 
suivant la perpendiculaire à l’axe des abscisses. 

S'il n'y a pas de force extérieure, c’est-à-dire si f — 0, on obtient l'équation 
des vibrations libres de la corde 

d2u : o2u 
—_————— qe — 
ot? ôz2 * 

Pour définir d’une façon complète le mouvement de la corde, il faut donner 
sa forme et sa vitesse au moment initial, c'est-à-dire la position et la vitesse de 
chacun de ses points en fonction de leurs abscisses z. Soit ul: -o = @ (x), 

ou 


mr 1 (x). Ce sont les conditions initiales du problème. 
=0 
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On réduit l'équation 


ou o2u 
+ 2 —————— 
3 5e 0 
ou 


à la forme canonique et l'on obtient 


En =0, où ËÈ=zr—at, n=r+at. 


La solution générale de la dernière équation s'écrit 
u = 6, (6) + 6: (n), 


où É=z— at, n = x + at, 61,8, étant des fonctions arbitraires. 
De cette façon, la solution générale de l'équation différentielle des vibrations 
libres d’une corde prend la forme 
y = @, (rx — at) + 6, (x + at). 


En choisissant les fonctions 6, et 6, de façon que la fonction u = u(z, t) 
uisse satisfaire aux conditions initiales données, on aboutit à la solution de 
‘équation différentielle initiale sous la forme suivante: 


x+at 


— at at 1 
— p (z a) TPE+ ES 4 (z) dz. 
x—at 
824. Résoudre l'équation 
Œu du _.. a | : 
de gi u|, ,=2 "où ni 


Solution. Vu que a—1, alors que (z)—0, on a 
A p(r—at)+p(z+at) 
=. , 


où p(z)—2?. De cette façon, u = EE 


ou finalement u = r2 +12. 
825. Trouver la solution de l'équation 


nor. s | =0, À) 7 
02 Oz? t=0 ”  ôt=0 
Solution. Ici, a=—2, (x)=0, p(x)=zx. D'où 
AA ; … ; 
he AE hell 2_{(r— 9\2 
u=— Le dz — ue Ve: [(z +21) —(z—21}], 
X— 


c'est-à-dire u = xt. 


I ë 
826. Trouver la forme d'une corde au moment 4—-— si son 


2a 
mouvement est défini par l'équation 


d2u 2 o2u 

— = (LS 0 mm 

ot2 dx? 
ou 


et si u —SsiNnT, — = 1. 
t=0 O |t=0 


19* 
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Solution. On a 


in {sat)+sin(s—et) | À À. 
sin (r + at sin (z — at 
De RER À à, 
A 3 x-at 
c’est-à-dire 
| t 
u= sin z.cos at+ — ia 
x—at 


et finalement u—sin x-cosat+t. Sit—-T, alors u—-®, ce qui 


2a 2a 
signifie que la corde est parallèle à l'axe des abscisses. 
: Se : u __ O2u . 
827. Trouver la solution de l'équation == si 
ul —:, 2% = — TZ 
t=0 ‘7  ôt|=0 : 


Réponse. u= zx(1—4t). 
d2u 


: = : o2u | 
828. Trouver la solution de l'équation — = a? — si u | — (0, 
ôt2 ôx2 t=0 
2 = COS Z 
ôt |t=0 | 
202 8E at. 
Réponse. u = ——— 
829. Trouver la ue d'une-corde au moment {—x si son 
du _ du 

mouvement est défini par l'équation —- me = ge € si u|_, — Sin zx, 
ou 
—| —=Coszx. 
ôt |t—0 | 

Réponse. u— —sin x. 


2. Résolution de l’équation de la corde vibrante par la méthode de Fourier. 


d2u 2 
La solution del’équation différentielle TE = = a2 es qui satisfait aux conditions 


initiales 


u |] =), & = Ÿ® 


et aux conditions aux limites 
peut être mise sous la forme de la somme d’une série infinie: 


oo 
. t : 
u (x, = Y (or cos RE + by sin HE) sin. 


R=1 
2 2 krir 
.… knz : 
R=T | P (x) sin FE dx, bp = Ex Ÿ (x) Sin y oz. 
0 


Les conditions aux limites indiquées plus haut sont introduites lors de l'étude 
des vibrations d’une corde de longueur ! fixée en deux points: x = 0 et r = L. 
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830. Une corde fixée à ses extrémités x — 0, x = L a la forme 


d'une parabole u — g x (1— x). Déterminer le déplacement des 


points de cette corde par rapport à l’axe des abscisses si les vitesses 
initiales sont nulles (fig. 47). 


[7 
0 L Ê x 
2 
Fig. 47 


Solution. Ici, p(r)= 5x (I— zx), vy(xz)=0. On trouve 


les coefficients de la série qui définit la solution de l'équation 
de la corde vibrante: 


l l 

ak +. | p(x)-sin dx = + . | (x— 2) sin dx, b, = 0. 
0 0 

Pour trouver a,, on fait appel à l'intégration par parties: 


.… _k 
Uy—=lx—2?, du, — sin = dx, 


dus = (l— 2x) dx, Va — — 2 .cos = : 
I 
8h 1 knz || , 8h Enr 
op (rat). cos RE | +. | (0—22)-c08 TE de, 
0 


c'est-à-dire 


ap = = . | (1— 2x) cos € dr; 
0 


=l—2x, du=cos dr, dus= —ür, 


l ._ kTz 8h _ kr |! 
Ver SM ; où = pan (2e) -sin | + 


l 
16h ._ kTx 16h knz |! 
Ti | LUE dE Le = 
0 
16h 16h 


= — 575 (cos kn—1) = [1 —(—1)]. 
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Etant donné que 


oo 
u(z, t)— > (a cos +6, -sin Et). sin, 
k=1 
on a 


16h 


moe «1—(—1)"]-cos tin À. 


u (x, t) = j 


k=1 
Mais pour k—2n, 1—(—1)*—0, alors que pour k4—2n+1, 
1—(—1)° =2 et finalement on trouve 


— (2n+1) rat . (2n+1) xx 


u (x, t)— D En + COS —— + sin 


831. On donne une corde fixée à ses extrémités z = 0, x = l. 
Supposons qu'initialement la corde occupe la position représentée 


[7a 


> 


Fig.-48 


sur la figure 48 par la ligne brisée 0AB. Trouver la forme de la corde 
à tout moment t si les vitesses initiales sont nulles. 


Solution. Le coefficient angulaire de la droite OA est égal à 


=, ce qui donne comme équation de cette droite u= À. x. 


La droite AB détermine sur les axes de coordonnées les segments 
l'et 2h et a comme équation + =, ou = (Ir). Donc, 


#7 si LIST : 
p(x)= 
(1x) si <<, 
Ÿ (x) = 
On trouve 
l 
l 2 
ax=+ | p (x) sin E dr = +. | x sin À dr + 
0 0 


l 
| Ua) sin À à, 
l 


2 
br = 0. 


$ 4] ÉQUATION DE LA CORDE VIBRANTE 


En intégrant par parties, on obtient 


l 
4h knz |! 4h kr 
— ar U—a)-cos SE], ji | cos HE de 

ZT L 
PA 

"I 

n EE 2, 

Tr cos À y si 2 lo + 


2h kr A) kr 
He 08 — por Sn | 


= nn Re ot 
me 2 k2r2 2 kr 2 ” 


Par conséquent, 


knz krtat 


u (x, =? DE Fes sin #-. sin —— + COS ——. 


Ecrivons plusieurs termes de cette série: 


8h nat 3nx 3rat 
u (x, = ACTES OST — 5 * SIN — 77: COS —— 
UE RE sin TE. cos Ta 4 ss : 


++ ‘sin cos 72 


832. Supposons qu'initialement les déplacements d’une corde 
fixée aux points x — 0, x — L soient nuls et que la vitesse initiale 


soit exprimée par la formule 


_. vo (const) si e-l<+ s 
ôt e l h 
0 si es. 


à tout moment ft. 


Déterminer la forme de la corde 
—h 


Solution. Ici, m(x)—0, w(r)—v dans l'intervalle 5 


=> }, alors que Ÿ(z)—0 en dehors de cet intervalle. 
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Par conséquent, ay = 0: 


+ U+R) Le . 
2 ._ knz 20 ll knz |2 ; 
= | sine = 
ss L—h) -(U-h) 
2 ( 
__ _2vol ka (1 —h) kn(l+h)] _ 4ävol .  kn . kxh 
= pa EPP 2 Up | me 2 02 
D'où 
Bo 1 k 
_ V9 KT kT . knat . knz 
u (x, t)= nèa dé DE L2 *Sin 2 +. Sin — TX Sin TT .sin TT 
k=1 
ou 
u (x jÿ= 0e. (sin .sin %. sin E — 
* 77 na 21 l l 
en sin 5% sin LE sin ie + 
32 21 l 
5rh . Sat Sax 
+ sin JT Sin sin...) 


833. On donne une corde fixée à ses extrémités zx = 0, x = 3. 
Initialement, la corde occupe la position montrée par la ligne brisée 


(74 


0 
À 


Fig. 49 


OAB sur la figure 49: O (0; 0), À (2; — 0,1), B (3; 0). Trouver la 
forme de la corde à tout moment t en supposant que les vitesses 
initiales de ses points soient nulles. 

Réponse. 


ae k krat 
u (zx, 5 Æ° = sin COS FR - 


834. Une corde fixée à ses extrémités x — 0 et x — 1 occupe 
initialement la position u = h (x4 — 21° + x). Trouver la forme 
de la corde à tout moment t si les vitesses initiales sont nulles. 

Réponse. 


u= Te 2 DEF 08 (2% +- 1) nat-sin (2k -+ 1) rx. 
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835. Une corde est fixée aux points x — 0 et x — /. Les dépla- 
cements initiaux des points de cette corde sont nuls, alors que la 
vitesse initiale est donnée par la formule 


(4) 


ôu COS— si = = +. 
—_— = k 2 2 
ôt |t=0 
: >: l - hk 
1 TS D * 
Trouver la forme de la corde à tout moment t. 
2 AT ° COS krch 
Réponse. u(x = > in 
CPORSE. UT ET À) 2° PER l 1 
k—1 


$ 5. Equation de diffusion thermique 
(de la chaleur) 


1. Equation de diffusion thermique pour le cas non stationnaire. Désignons 

par u = u (M,t) la température au point M et au temps t{ d’un corps homogène 

orné par la surface S. On sait que la quantité de chaleur dQ absorbée par le 
corps pendant le laps de temps dt est donnée par la formule 


ms ôu & 
dQ=k-.—— dS dt, (*) 


où dS est un élément de surface, k est l’ainsi appelé coefficient de diffusion 
thermique du matériau, _ est la dérivée dela fonction w par rapport à la nor- 
male extérieure à la surface S. Etant donné que la diffusion de la chaleur s'’ef- 


fectue dans le sens de la diminution de la température, alors dQ > 0 si _ > 0, 


et dQ <0 si <O. 
L égalité (*) donne 


ou 
Q= dt. [] k Sn 1. 


Calculons Q@ d'une autre manière. Considérons un élément de volume dV 
du corps borné par la surface S. La quantité de chaleur dQ absorbée par l'élé- 
ment dV pendant dt est Re PAL à la hausse de température de cet élé- 
ment et à sa masse, c'est-à-dire 

ôu 


dQ= y dt-p dV, 


où p est la densité du matériau, y étant un coefficient de proportionnalité appe- 
lé capacité thermique du même matériau. On a ainsi 


o=àt | | | yep a. 


V 
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De cette façon, on obtient 


ôu ou 
rh — 2. Cr 
j{ avt. | | 9 ds, 
ÿ s 


où a? — _. Vu que = 1 grad u | et grad u= i+ 


tons l'égalité obtenue sous la forme 


| | | _ dV = a? | | [EE cos (7, + cos (n, y) + cos (n, | ds. 
V S 


ôu 
9 


: du 
y + Era k, met- 


En remplaçant le deuxième membre de cette égalité à l’aide de la formule d’Os- 
trogradski-Gauss, on a 


ôu ô2u , Ou ô2u 
— — a? _— ns | 
ELU a (Sr+Sr+ Se) a 
V V 


et l’on arrive à l’équation différentielle 


Da ( + +) 
ôt ôx2 ôy2 0z2 ] ? 
qui est appelée équation de diffusion thermique pour le cas non stationnaire. 


Si le corps a la forme d’une tige dirigée suivant l’axe Oz, l'équation de diffu- 
sion thermique prend la forme 


ôu à oô?u 
— = Gé —— 
ot Or? ° 


Dans ce qui suit, on examinera le problème de Cauchy relatif à trois cas 
distincts. 


1. Cas d'une tige de ohpueus infinie. Le problème con- 
q 


siste à trouver la solution u (x, t) de l'équation 
CERN a t>0, —o0 <r<+o0 
ôt 0x? ? ; . 


de façon que la condition initiale 
; Pa u(z, 0) = f(x), — oo < z < + 00 
soit satisfaite. 


En appliquant la méthode de Fourier, on obtient la solution suivante de 
l'équation donnée: 
co 


(E- x)? 


- | fre dE. 


2a V nt A 
2. Cas d'une tige de longueur semi-infinie. La solu- 


u(z, t)=— 


2 

tion de l'équation Sa. _ satisfaisant à la condition initiale u (x, 0)= 

= f (x) et à la condition aux limites u (0, t) — œ (t) est donnée par la formule 
æ (CE Œ+x)? 


nn 7 4aët _, ait 
u(z, t) AE [16 Le e dE + 


x2 
ka(t qe ñ) : (é ——. 


NI Co 


te à : 
7 S p (n)-e m) ‘an. 
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3. Cas d'une tige de longueur finie zx—=0,z— 1. Dans 
ce cas, le problème de Cauchy consiste à trouver la solution del'équation + = 


zx? 


2u 
= a?. 2, de façon à satisfaire la condition initiale u (x, = o=/ (x) et deux 
conditions aux limites, par exemple 


ou __ du … 
Oz |x=0 07 |x=1 
Dans ce cas, la solution particulière est donnée par la série 
_. (5) L 
. l .. ATX 
u(z, t)= > [bn -e ‘Sin —— , 
kh=1 


où 
l 
£ | f(z)-sin SE dx 


0 


bp = 


(pour les conditions aux limites u|,_, = u|,_, = 0), et par la série 


où 


(pour Les conditions aux limites 24 | _ ou 


" æ 0 ). 


ôx 
. ôu > Ou . À ne _— 
836. Résoudre l'équation = ex Si la répartition initiale 


de la température d’une tige est définie par l'égalité 
Up Si LT LD; 
u (x, 9 leo = 7 (0) = | 
O0 si x <z ou >. 
Solution. Etant donné que la tige est de longueur infinie, 
la solution est donnée par l'intégrale de Poisson : 


(&-x)? 


+00 
u (x, t) = | f@e7 A dE. 


1 
2aV/ nt 


Vu que f (x) est égale à la température constante u, dans l’inter- 
valle (x,, xz,) et qu’en dehors de cet intervalle la température est 
nulle, la solution prend la forme 

72 (E-x)? 


| e7 fan dé. 


u(z,t) = 


uo 
2a/ nt 
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2 


Le résultat obtenu peut être amené à l’ainsi appelée intégrale de 
probabilité : 


0 
En effet si l’on pose TS d= —2aVt-du, on obtient 
a 
X—X2 
2aVt 
u (x, D= 7 | eh? du — 
L X—X1 
2avVt 
Xx—X1 X—X2 
2aVt 2a 


De cette façon, la solution est donnée par la formule 


Len-#[0(554)-0 (252) 


La courbe représentative de la fonction D (z) est 


@(2) 
7 


Fig. 50 


visible sur la figure 50. Les valeurs de cette fonction sont données 
au tableau de la page 249. 
2 
837. Trouver la solution de l'équation LS de façon que 
la condition initiale u|:-0 —f(x)—uo et la condition aux limites 
u |[x=0 — 0 soient satisfaites. 
Solution. Ici on a affaire à une tige de longueur semi-infi- 
nie. La solution satisfaisant aux conditions imposées est de la forme 
_LŒ-2? | Œ+x} 


u (x De [ue AE —_e 4t dE, 
0 
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ou 
rs (Ë-x)? _ G+x)? 


uo _. TT EE At 
2V rt | Le  Jæ 
a) En posant =u, dt=—2Vt.du, transformons la pre- 


u(z, t) = 


miére intégrale à l’aide de Mn de probabilité, c’est-à-dire 


co — = 
a. FN Ps de (1+0(2)]. 
b) En posant # =u, d=2V1i.du, on obtient 
u a ER re | ” : 
re à LI ET 2 de R.(1-o( ts) |. 


Ainsi, la solution prend la forme 
u(x, {)—=uo D 


Gr): 


838. Trouver la solution de l'équation (Dex I), 


ou 
ôt = 
t => 0 satisfaisant aux conditions initiales 
Z; si 0<LrLS— ; 
u |1=0 = f (x) = 
— ZT, Si 


et aux conditions aux limites u|.=o =u | = 0. 
Solution. On cherche la solution du problème de Cauchy 
satisfaisant aux conditions aux limites sous la forme 
= a b (=): knz 
u (x, )= > k°e ‘Sin ——, 
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Intégrons par parties en posant u—x, do = sin € dx, du—=dx 


D he co 
EE kI EL 


On obtient 


2 lz knz | 2. kaz\ [2 
DT (7 spa sin À) 


2 e 
Par conséquent, la solution cherchée est de la forme 
kèn2t 


.. KT pe a 
— -Sin —— 0 Sn —— 


ou 


(2n+1)27r2t 
7 — 


fe 1 _ (2n+1 
u (x, => (— 1) gran sin ÉTIE, 
n=0 


du  ôdèu 


839. Trouver la solution de l'équation HE satisfaisant 


aux conditions initiales 


17 si 0Lr<l; 


Ur tof 44E si —1<r<0; 
0 si z>let z< —1. 
Indication. La solution sera donnée par la formule 
_ (#12 


0 
u (x, =ye (++) HO d+ 


: (x)? 
1 | 1 Ë nr 
——— « ——+ }.e : 
Tv : l | a 
Simplifier la réponse en effectuant le changement DE = JL. 
Réponse. 


“ao [(1+F0 (6) 25.0 (2) 


—(1-75)9 (552) T FE, SE]. 


| 
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840. Trouver la solution de l’équation de diffusion thermique si 
l'extrémité gauche x — 0 d’une tige de longueur semi-infinie est 
isolée et si la répartition initiale de la température est donnée par 
l'égalité 

O0 si xi<O0; 
ul=o=f(x)= & u si 0<r<f 
0 si l<x. 


z __ uo, z+l \ z—l 
Réponse. u (x, t) = Ve | MT ) |. 
841. On donne une tige mince homogène de longueur / isolée du 


milieu ambiant et dont la température initiale est exprimée par 
7 7 L— » . ?” e . 
l'égalité f (x) = #9 . Les extrémités de la tige sont mainte- 
nues à une température nulle. Déterminer la température de la Lige 
au moment # > (. 

Indication. La loi de répartition de la température dans la 


2 
tige est décrite par l'équation Da, la condition initiale 
u |1=0 = f (x) = #02 et les conditions aux limites u|._0— 
eus = 0; 
Réponse. 
we (2n-+1)272a°t 
__ 8c 1 =—75 — . (2n+i)nz 
u (x, t) — 5" D) n+1p SN —— 7 —e 
n=} 


2. Equation de diffusion thermique pour le cas stationnaire. Dans ce cas, 
l'équation en question se transforme en l'équation de Laplace 
du du , Ou 


ET Dr Ent e) 


car Le = 0. L'équation de Laplace peut s'écrire 


Au = (. 


Ici, uw est une fonction indépendante de temps qui ne dépend que du point 
considéré. Pour les problèmes qui se rapportent aux figures planes, l'équation de 
Laplace s'écrit 

du du 

— — — *k* 
Dans l’espace, l'équation de Laplace a la même forme si u est indépendante de 
la coordonnée z, c'est-à-dire si uv (M) ne varie pas avec le pen du point 
M suivant une droite parallèle à l'axe des z. En effectuant le changement x — 
= r.cos 6, y = r-sin 6 on peut écrire l'équation (***) en coordonnées polaires : 


ôu du ou . 
De ge 0e mes 
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du Ou 02y 
a | 2 
0e où Tea 


Ou, _.__ôu r.sin + r cos 6, 


sin 6 cos gi in° 6 
ET si À 


F2 ox 


ô2u ô?u ô?u 
2. 1 2 —— 
002 2 | nee ôx ôy 


r2.sin 6 cos 6 + 


ô2u ôu ôu ; 
LP 0 20: 7 Es 
+ TE r2 cos2 0 2. r cos 6 ET r sin 6. 


D'où 
du ôu od2u du Zu 
D se pa Vo DÉOnEER 
. ge +? 0r 002 : (5 ae) : 
ou 


ô?2u ôu o2u 
à APERRE R ARLES se 
à ôr2 me r 907 0. 


A l'équation de Laplace se rattache la notion de fonction harmonique. Une 
fonction est dite harmonique dans un domaine D si elle aussi bien que ses déri- 
vées jusqu'à celle d'ordre deux inclusivement sont continues dans ce domaine 
et si elle vérifie l'équation de Laplace. Ainsi, pour l'équation (**), la fonction 


U = —, où 
r 


= Ve 20) + = vo) + G— 20), 
est une fonction harmonique en tout domaine, à l'exception du point 
Mo (toi Yoi Zo)- Pour tout domaine plan, la fonction u = In À (ou u—=lnr) 


sera une fonction harmonique, ce qui signifie qu'elle vérifie l’équation(***). 

Le problème de la recherche de la fonction u harmonique dans le domaine D, 
continue dans ce domaine y compris la surface S qui le borne et satisfaisant à 
la condition aux limites u [sur s = f (M), où f (M) = f (x, y, z) est une fonction 
donnée continue sur S, est appelé problème de Dirichlet. 


842. Trouver la répartition stationnaire de la température dans 
une tige mince à surface latérale isolée si à ses extrémités 


U|== — Up) U |+=1 — Ur. 
Solution. Pour le cas unidimensionnel, le problème de 
ns : x : : : d?u 

Dirichlet consiste à trouver à partir de l’équation de Laplace Ts = (0 
la fonction u satisfaisant aux conditions aux limites u|,=o = Uo: 
u|,-; = u. La solution générale de cette équation est de la forme 
u = Az + B. Compte tenu des conditions aux limites, on a 
Uj—u 


u =. x + uo, 


ce qui signifie que la répartition stationnaire de la température 
dans une tige mince à surface latérale isolée est linéaire. 
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843. Trouver la répartition stationnaire de la chaleur dans l’es- 
pace compris entre deux cylindres d’axe commun Oz à condition 
que les surfaces des cylindres soient maintenues à une température 
constante. 

Indication. Passer aux coordonnées cylindriques en sup- 
posant que w est indépendante de © et de z. 


In — 


a 
Le 
a 


Réponse. u —=ua+ (ur —ua): 


$ 6. Problème de Dirichlet pour le disque 


Soit un disque de rayon R centré sur le pôle O d'un système de coordonnées 
polaires. On va chercher une fonction uw (r, @) harmonique dans ce disque et 
satisfaisant sur sa circonférence à la condition u |,_R — f (8), où f (8) est une 
fonction donnée continue sur la circonférence. La fonction cherchée doit véri- 
fier dans le disque l'équation de Laplace 


ô?u êu ôèu 
2, OU LES Re 
Gr TG T 90 — 0 


Lors de la résolution de ce problème, nous allons nous borner à l'utilisation 
de la méthode de Fourier. Supposons que l’on cherche la solution particulière 


sous la forme 
u = Q (r):T (8). 
On afalors 
r2.Q" (r)-T (8) + r-Q’ (r)-T (8) + Q (r)-T” (8) = 0. 


On sépare les variables 


T" (8) __ r2:Q"(r)+r-Q"(r) 


T(8) Q (r) ‘ 


En égalant chacun des membres de l'égalité obtenue à la constante —k*, on 
obtient deux équations différentielles ordinaires: 


T" (8) + K°.T (8) = 0, 
r2.Q" (r) + r°.Q" (r) — k?.Q (r) = 0. 


D'où, pour À = 0, on a 


T (8) = À + BG, (1) 
Q(r=C+Dinr. (2) 

Mais si 4 > O0, alors 
T (6) = À cos k6 + B sin k6 (3) 


et la solution de la seconde équation sera cherchée sous la forme Q (r) = rm", ce 
qui donne rm (m — 1) rm? + rmrm-l — kim = 0, ou rm (m? — k?) = 0, c'est-à- 
dire m—= +k. 
Par conséquent, 
Q (r) = Crk + Drrk. (4) 


Remarquons que uw (r, 6) en tant que fonction de 6 est une fonction périodique 
de période 2x étant donné que pour une fonction uniforme les one u (r, 6) 
et u (r, 6 + 2x) coïncident. Pour cette raison, de l'égalité (1) on tire B = 0, 


20—079 
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alors que dans l'égalité (3) 4 peut prendre une des valeurs 1, 2, 3, . .. (k > 0). 
Ensuite, dans les égalités (2) et (4), il faut que D = 0, car autrement la fonc- 
tion présenterait une discontinuité au point r = 0 et ne serait plus harmonique 
dans le disque. De cette façon, on a obtenu une infinité de solutions particu- 
lières de l'équation 

> du du , Ou 

7 "gr2 go ôr É 002 Ti 


solutions continues dans le disque et qui peuvent s'écrire, en changeant quelque 
peu les notations, comme suit: 


Un (r, 9) =(4n-cosn0+B,:sinn6)rt (n—=1,2,...). 
Etablissons maintenant la fonction 


u (r, 9)= À + be (4, -cos rO + B, -sin r@) r1, 
n=1 


qui sera aussi une solution de l'équation de Laplace vu la linéarité et l'homogé- 
néité de cette dernière. 11.ne reste qu'à déterminer les valeurs de 4,, 4,, B, 
de façon que cette fonction satisfasse à la condition 


u|,_p = f (6), 


c'est-à-dire : 


f(@)=<0+ > (4h cos n0 LB, sin r6)-AR'. 
n—1 


On est ici en présence du développement de la fonction ÿ (8) en série de Fou- 
rier dans le segment [—x, x]. Les formules bien connues donnent 


a a 
1 1 
A0 — | f(x) dr, An À #(m)-cos nr ar, 
=T -T 


de 
| f(T)-sin nt dt. 


Bn= pr 
2: 
Ainsi, 
u (r, 8)= + ( jo [++ S (7) "cor ce) |ar. 
y: n=1 


Simplifions le résultat obtenu. En posant + =p,t — 6 = t, mettons l’ex- 


pression entre crochets sous la forme 


 < Ç 1 
St > p?®.cos ni — > pr.cos ni. 


n=1 n=0 
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Examinons la série 
O0 


> (p-eit}r — À p-cos nt+i Ÿ pr. sin nt. 


n=0 n—=0 
Cette série converge pour p < 1 et sa somme est 
1 1 1—pcost+ipsint 


1—p'eîit — 1—p: cost—ipsint  1Â1—2pcost+p2 


Par conséquent, 


D DR de 
p 2 1 — 2p cos t + p2 2  2(1—2pcost+p2) 


n=0 


ou bien, en revenant aux notations initiales, 


À R2— r2 
u(r, 8)=-— | 1) hr a 0e 


—T 


On a obtenu ainsi la solution du problème de Dirichlet pour le disque. L'inté- 
grale figurant au deuxième membre est appelé intégrale de Poisson. 


844. Trouver la répartition stationnaire de la température dans 
un disque mince homogène de rayon À dont la moitié supérieure est 
maintenue à une température de +1° et celle inférieure, à 0°. 

Solution. Pour —n <t<0,f(t) =0; pou 0<T<n, 
f (t) = 1. La répartition de la température est donnée par l’inté- 
grale 


er Lemon à 


Supposons que le point (r; @) se situe dans la moitié supérieure, 
c'est-à-dire 0 << @ << x. Alors, t — @ varie de —6 à x — 9 et cet 
intervalle de longueur x ne comporte pas les points x. Pour cette 
raison, procédons à la substitution : 


r1—6 4 —12 2dt 
tg 5 1, cos(t—0) =, Rep: 
On a alors 
GiRe 
"4 - R?2—r2 
7 
“9 | CRE À 
+ 
e 
{ R+r EVA 
= —arctg (LT +) | : = 
te 


20* 
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= + { arctg (5 ctg +) +arcig ( Fe 87)} un 


R+r 6 6 
1 Re CESTES 1 R?— r2 
THE UE Ta AIS Rrsme ? 
R =) 
ou 
R2—r2 
B(UT)= —-75 5e : 


Vu que le deuxième membre est négatif, pour 0<O6<x, u 
vérifie les inégalités + <u<t. Pour ce cas, on obtient la solu- 


tion 
R2— r2 
BRUN) =; 6: 
ou 
1 R?—r? 
u=Î——arctg (0<O< x). 


"’ Si le point se trouve dans la moitié inférieure x << @ << 2x, 
l'intervalle (—6, x — @) de variation de t — © comporte le point 
=n mais il ne comprend pas 0, ce qui nous permet d'effectuer la 
substitution : 


—_ po 
r—0 12— 1 d 2dt 


ctg D = {; cos(t—60)=- Tr, Fr ter. 
Alors, pour ces valeurs de ©, 
a 
1 R?— r? 
or | rar 


— ct 
1 R—r (s) R—r 6 
= te (rte) ere (Gates) }. 
En effectuant des transformations analogues, on trouve 
1 R?—r2 
| U= ——arcig es (nr <O < 2x). 
Etant donné que le deuxième membre est positif (sin @ <0), on a 
0<u<—. 

845. Trouver la solution de l'équation de Laplace pour la partie 
intérieure de la couronne 1 Sr < 2 de façon que les conditions 
aux limites 

; | U |.=1 = 0, U |r=0 = y. 
soient satisfaites. 
Indication. Passer aux coordonnées polaires. 


Réponse. u (r, 9) — £sh (In r) : sin ©. 


DS 


CHAPITRE VII 


ELEMENTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 1 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE 


$ 1. Fonctions d’une variable complexe. Continuité 


Admettons qu'une variable complexe z = x + yi prenne toutes les valeurs 
possibles d'un certain ensemble Z. Si à chaque valeur de : de l’ensemble Z 
on peut mettre en correspondance une ou plusieurs valeurs d’une autre variable 
complexe w = u + vi, on dit que la variable complexe w est fonction de z dans 
le domaine Z, ce qui se note w = f (z). 

La fonction w = f (z) est uniforme si à chaque valeur de z de l'ensemble Z 
on peut faire correspondre une seule valeur de w. S'il y a des valeurs de z à 
chacune desquelles correspondent plusieurs valeurs de w, la fonction w = f (2) 
est appelée multiforme. 

Si w = u + vi est fonction de z = x + yi, chacune des variables v et » 
est fonction de x et de y, c’est-à-dire u = u (x, y), v = v (x, y). Inversement, si 
w = u(x, y) + v(zx, y) i, où u (x, y) et v (x, y) sont des fonctions réelles de z 
et de y, on peut considérer w comme une fonction de la variable complexe z = 
— x + yi. En effet, à chaque nombre complexe z = x + yi il correspond un 
couple de nombres réels (x, y) et à ce couple on fait correspondre une ou plusieurs 
valeurs de w. 

On dit que la fonction uniforme w = f (z) possède une limite déterminée C 
pour z —+ c (C et c étant des nombres complexes) si pour tout nombre e > O on 
peut trouver un nombre ô > 0 tel que l'inégalité | z — c| << ô entraîne l'iné- 
galité | f (2) —C | < e. Dans ce cas, on écrit limf(z) = C. 


Z—cC 
La fonction w = f (z) est continue en un point z, si lim f (z) = f (z). Si 


une fonction est continue en chaque point d’un certain domaine D, on dit qu’elle 
est continue dans ce domaine. 

Considérons un domaine D borné par une ligne fermée T qui ne se coupe pas. 
On dit que ce domaine est simplement connexe (fig. 51). ‘| 


sn 


Fig. 51 Fig. 52 : + 


Si le domaine D est borné par deux lignes fermées l',.et l, qui ne s’entrecou- 
pent et ne se coupent pas, on a affaire à un domaine doublement connexe (fig. 52). 
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Soient T'; la ligne extérieure et l, la ligne intérieure. Le domaine sera double- 
ment connexe même dans le cas, où la ligne l, dégénère en un point ou en un 
arc d’une ligne continue. D'une façon analogue, on peut définir les domaines 


triplement connexes ou, en général, m-connexes. Sur la figure 53 est représenté 
un domaine 4-connexe. 


Fig. 53 


Les fonctions d’une variable complexe ez, sin z, cos z, sh z et ch z sont dé- 


finies en tant que sommes des séries ci-dessous qui convergent dans tout le plan 
complexe : 


Les fonctions d’une variable complexe vérifient la formule d'Euler: 
ezi = cos z + i sin z. 
De cette formule on tire 
sh zi = isinz, chzi = cosz. 
Les formules des mathématiques élémentaires 
e1.e72 — e1+22 er 1-22 


z mé 
e72 


Sin (2, + Z9) = Sin Z4-COS Z9 + COS Zi -SiN 2», 
cos (24 € 29) = COS 21 - COS 29 Æ Sin Zi - SIN Z 


sont également valables pour les valeurs complexes des variables z, et 22. 
Les fonctions 


LE 


z" (n est un entier positif), Inz, 
arcsin £:, arccos z et arctg z 
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sont les inverses des fonctions 
sin z 


cn, eZ, sinz, COS2, tgz— : 


1 


Les fonctions z", In z, arcsin z, arccos z et arctg z sont des fonctions multi- 
formes. 
On peut montrer que 
Inz=Iinp+(p+2kn)i (k=0, +1, +2, +3, ...), 
où p=|2| et p=argz. 
846. On donne la fonction w — z° + z. Trouver les valeurs de 
cette fonction pour: a) z—1+i; b)z—2—i;c) z—i; d)z — 


Solution. On a 

a)w=(A1+i +i+i=A+ 2 A1+1+i 

b)jw—=(2—i? +2—i=4- 4&i— 1+2 — 

)w=i+i= 1 +i; 

d) w = 1 — 1 = 0. 

847. On donne la fonction f(z) — x? + y’i, où z — x + yi. 
Trouver: a) f (1 + 2i); b) f (2 — 3i); c) f (0); d) f (—i). 


Solution. On a 


— 1 91, 
i = 9 (1 — i); 


ae à Ve 1 + 4i; 

b) x = 2, y — —3, f (2 — 3i) = 4 + Ji; 

c) zx = 0, y = 0, f (0) = 0 + O.i = 0: 

d\)z=0,y = —1, f(—i) = i. 

848. Montrer que la fonction w = |z | est continue quelles que 


soient les valeurs de z 
Solution. Etant donné que la différence entre deux côtés 
d'un triangle n’est pas supérieure au troisième côté, on a 


Nz1— 121 <12— 21 
(fig. 54). Soit 0 < 8 < €. Alors de l'inégalité | z — z, | << 6 on tire 


Fig. 54 


l'inégalité || z | — | z0 [| €, c'est-à-dire lim | z | = | z, |. Il s’en- 
Z —+ 70 


suit que | z | est une fonction continue. 
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849. Montrer que w = z° est une fonction continue pour toute 
valeur de z. 
Solution. On a 2 —z% —(2—2)(2+ 20) Si z— 2, 
il existe un nombre positif M tel que les inégalités | | <<.M, | z0 | << 
<< M soient satisfaites. Mais 
[2 —2]= 2-2 |2+%1< 
<12— 2% 1121 + 120 D <2M 12 — 20 |. 


Posons ô < _. . De l'inégalité [z—2z|<<6 il résulte que 


22 | <2M8 < IP: 


TT: 
c'est-à-dire | 2° — : | << &. Donc lim z?° = z;, c'est-à-dire w = 2? 
Z 20 

est une fonction continue. 

850. Trouver In (V3 + i) 

Solution. On a 

__ : TT 
z=V 3+i, p=|z|—2, P— CA dE Gp? 


In (V3+i)=in2+ (+2) i (k=0, +1, +2,...). 
B 
851. Calculer cos à 0,0001 près. 


Solution. Vu que 


on trouve 
i _4 1 1 1 | 4 4076 
PS ee am de opr ne ar nn 
852. On donne la fonction w—e:. Trouver ses valeurs pour: 
a) 2=i; b)z=n(1—i); cjz=1+ (++ 2nk ) à, où À est un 


entier quelconque. 
Réponse. a) w—i; b) w= —et; c) w—ei. 
853. On donne la fonction f (2) = 
ver (+5), 5 (0, f(8— 25. 
Réponse. — t =. 
854. Montrer que w — 22 est une fonction continue. 
855. Trouver In (1 — i). 


Réponse. + In 2+ (2kn— Ti (k=0,+1,+2,...). 


a yi où 2= x +yi. Trou- 
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856. Montrer que l'égalité ci-dessous est valable 
sin i-ch 1 = à cos i-sh 1. 


857. Résoudre l'équation cos z = 2. 

Réponse. z = +i1n (2 + V3). 

858. Trouver arcsin i. 

Réponse. i 1n (1 + V 2). 

859. Calculer sin i en déterminant les parties réelle et imagi- 
naire à 0,0001 près. 

Réponse. 1,1752i. 

860. Calculer sin (+i) en déterminant les parties réelle et 
imaginaire à 0,001 près. 

Réponse. 0,772 + 1,018i. 

861. On donne la fonction f(z) —e*’. Trouver ses valeurs aux 


points: a) z—i; b) 2=1 + i. 
Réponse. a) e£95 t [cos (sin 1) +isin (sin 1)]; b)cose tisine. 


$ 2. Dérivées des fonctions d’une variable complexe 


On appelle dérivée d'une fonction d'une variable complexe w = f (z) la limi- 
Aw _ f(z+Az)—f (à) 


à re , lorsque Az tend vers zéro de n'importe: 


te du rapport 
quelle facon. 


Ainsi, 
j ._ Aw .__ f(z+Az)—f(2) 
= Jim == lin". , 
f RUE et Az 


Si la fonction admet une dérivée pour une valeur donnée de z, on dit qu'elle- 
est différentiable (ou monogène) pour cette valeur de z. Si la fonction w = f (z) 
est uniforme et si en chaque point d’un domaine D elle admet une dérivée finie, 
on dit qu'elle est analytique dans le domaine D. 

Si la fonction w = f(z) = u(zx, y) + iv (x, y) est différentiable en : = 

Ou dv du dv 


=zx + yi, les dérivées partielles 2 “o* a 4 existent en ce point et 
elles sont liées par les relations 

Ou _ dv du dv 

0x y ? dy Ôzx 


qui sont pps conditions de Cauchy-Riemann. 

Les conditions de Cauchy-Riemann sont des conditions nécessaires 
de différentiabilité de la fonction w = f (z) au point z = x + yi. 

: pen ; du ôv ôu or : 
Inversement, si les dérivées partielles =—— , —— , — , —— sont continues. 
Ôx Oxz y Oy 
: —. - du Ov du 

au point z = x + yi et que les conditions de Cauchy-Riemann —=— , —— 
Ôx OÔOy y 
_ sont satisfaites, alors la fonction w = f (z) est différentiable au point. 
z = x + yi. 
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La dérivée de la fonction f (z) est exprimée par les dérivées partielles des 
fonctions u (x, y) et v (x, y) d’après les formules 


; ôu . dv ôu . du _ ôv . 0u  ôv . êv 
PRE on bou ot 0 


Les dérivées des fonctions élémentaires z7, eZ, cos z, sin z, In z, arcsin z, 
‘arccos z, arctg z, sh z et ch z sont données par les formules: 


; - rs 1 

(z)' = n.zn-1, (arcsin 2) de L 

(ez)" — ez, (arccos z)' — —S . 
V 1—22 

, 1 

(cos z)'— —sinz, (arctg 2) nez ; 

(sin z)’ = cos z, (sh z)’—chz, 

(ln 2) = ‘ (ch z)’ —sh z. 


862. Dire si la fonction f (z) — y + xi est une fonction diffé- 
rentiable. 


Solution. On trouve 


du ou dv ôv 
U—y. U=xT, —- = 0, on 1; D 
L'une des conditions de Cauchy-Riemann n’est pas remplie, ce qui 
signifie que la fonction considérée n’est pas différentiable. 
863. Est-ce que la fonction f (z) — (1° — y?) + 2xyi est une 
fonction différentiable ? 
Solution. On a 


- 


| du ou 
u—=r?—y?, v—2xy; Fr = 2; an — — 4 
Do og. M &% ou 
De SR QU CT je dE — OÙ 


Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites et, par con- 
séquent, la fonction en question est différentiable. Etant donné que 


5 __ du . Ov 
Î = Le 
alors 


f (2) = 2x + Qyi = 2 (x + yi) = 22. 
La dérivée f” (z) peut être trouvée d’une autre façon : 
fG) = (+yi) =, f (2) = 22. 


864. La fonction f (z) = e*-cos y + i-e*.-sin y est-elle différen- 
tiable ? 
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Solution. On trouve 
u—e".cosy, v—=e-siny; 


Ou _ + du x : 0 __ x: 0 _ x ; 
5 — € COS y, On SIn y, -FÜ d Sin y, dy —=€ COS y; 
du __ dv dv __ du 
ôxz ôy’ 07 dy” 


Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites. D'où 
f (2) = + D = € cos y + ie sin y — 
= e* (cos y+isin y) —e.eli— e*tVi er, 
ou autrement 
f (z) = e* (cos y + à sin y) = e*-eli — extli = et f'(z) —= e. 


865. On donne la partie réelle u (x, y) — x? — y? — x d’une 
fonction différentiable f (z), où z — x + yi. Trouver la fonction f (2). 


Solution. On a À —25—1. Faisons appel à l’une des condi- 


tions de Cauchy-Riemann 9 _% De cette façon, LAN ES À 
Ôx ôy y 


L'intégration donne 
V(z, y) =227y —y+ (x), . 


où (x) est une fonction arbitraire. 
Utilisons maintenant l’autre condition de Cauchy-Riemann : 


oies — %_, Etant donné que 


dy Ôx 
dv ’ 
oz — 2y + P (x), 
alors 
= —2y— (x) 
ôy . 
D'après les données du problème on a + = — 2y. 
Donc 


—2y — px) = —2y,  q'(x) = 0, 
c'est-à-dire 


p(z) =C, 
d'où 
f(z) = — ÿ — x + à (2xzy — y + C), 
| Î (2) = 2° — y? + Qryi — (x + yi) + Ci, 
OU 


fG) = (+ vi} — (x + yi) + Ci, 
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c'est-à-dire 
f(z) = 2 — 2 + C.. 


866. On donne la partie imaginaire v (x, y) = zx<+y d'une 
fonction différentiable f (z). Trouver cette fonction. 


Solution. On av(r,y)=xz+y, D =1; donc T1 (confor- 
mément à la condition de Cauchy-Riemann). D'où 
ôu , d 
u=z+q(y), S=pG), =. 
Mais + = + . Par conséquent, p'(y) = —1. Par intégration, on 


obtient @(y)= —y+C. D'où u=x—y+C. Donc, 
f()=rz-y+C+i(z+ y), 


f@)=(+i)(+yi) +C, 


fG)=(1+i)z+cC. 


867. Est-ce que la fonction f (z) — (x° + y*) — 2xyi est diffé- 
rentiable ? 

Réponse. Non. 

868. Montrer que la fonction - 


f (2) = (a — 3xy*) + à (3x°y — y°) 


est différentiable et trouver sa dérivée. 
Réponse. f" (z) — 32°. 
869. Dire si la fonction 


ou 


c’est-à-dire 


f(z) = sin z-chy + icoszxz-sh y 


est différentiable. Dans l'affirmative, trouver sa dérivée. 

Réponse. f' (z) = cos z. 

870. Déterminer les fonctions réelles @ (y) et 5 (x) de façon que 
la fonction f (z) — œ (y) + it (x) soit différentiable. 

Réponse. 


p (y) = ay + Ci, (a) = —az + Ce, 
ff) =A4z2+C, A = —ai, C=C;, +C. 

871. Pour quelle valeur de À la fonction f (z) = y + Ari est-elle 
différentiable ? 

Réponse. À = —1, f (z) = —iz. 

872. Pour quelle valeur de a la fonction f (z) = az est-elle dif- 
férentiable? (z = x — yi). 

Réponse. a = (. 
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873. On donne la partie réelle x — 2° cos (y 1n 2) d’une fonction 
différentiable f (z). Trouver cette fonction. 

Réponse. f (2) = 2° + C. 

874. On donne la partie imaginaire v = sin z-sh y d'une fonction 
différentiable f (z). Trouver cette fonction. 

Réponse. f (z) = —cos z + C. 


$ 3. Notions de représentation conforme 


Soit w = f (z) une fonction analytique dans un domaine D. Donnons une 
valeur déterminée à z = x + yi à laquelle il correspond une valeur bien déter- 
minée de w = u + vi. Ainsi, à chaque point (x; y) dans le plan z0Oy on met en 
correspondance unYpoint déterminé PE v) dans le plan uOv. | 

Si le point (x; y) décrit dans le plan xOy une certaine ligne F située dans le 
domaine D, alors le point (u; v) décrira dans le plan uOv la ligne T’ appelée ima- 
ge de la ligne T' dans le plan uOv réalisée par la fonction analytique w — f (z). 


Fig. 59 


Considérons un point z = zo + yoi situé sur la ligne T. A ce point il corres- 
pond un point w, = u, + voi qui se trouve sur la ligne l’. Menons respective- 
ment les tangentes L et L’ aux lignes T et l’ aux points (x; yo) et (Uo3 vo). 
Soit « l'angle de pivotement qu'il faut imposer à la oil L pour que son sens 
coïncide avec le sens de la droite L’ (autrement dit, l'angle entre le sens primi- 
tif et celui obtenu par la transformation considérée). Dans la théorie des fonc- 
tions analytiques, on démontre que a = argf’ (20) si f’ (20) = 0. 

Considérons maintenant une autre ligne y qui passe également par le point 
(toi Yo) et son image y’ qui passe par le point (u,; w,). Soient ! et L’ respective- 
ment les tangentes aux lignes y et y’ aux points (x, ; yo) et (wo; Lo). 

Dans ce cas aussi, pour faire coïncider le sens de la droite Z avec le sens de la 
droite !’, il faut tourner la première droite de l’angle «, car l’angle de rotation 
est égal à f’ (zo) [la valeur de la’dérivée ne dépend pas du choix de la courbe 
passant par le point (x, ; yo), ce qui est visible sur la figure 55]. 

Si o est l’angle entre la tangente Z et l’axe Oz, 

4 est l’angie entre la tangente L et l'axe Or, 

œ’ est l'angle entre la tangente L’ et l’axe Ou, 

+’ est l’angle entre la tangente !’ et l'axe Ou, 
alors g — = «,ÿ" — ÿ = «et p — p = Ÿ — 1. Par conséquent, $ — @ = 
= 4" — p’. Mais — op est l’angle formé par les tangentes L et L, ÿ’ —  étan 
l’angle entre les tangentes L'’ et l’. 


cr 
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On arrive ainsi à la conclusion que deux lignes arbitraires qui se coupent au 
point (z0: yo) Ont comme images deux lignes correspondantes concourantes au 
oint (4 ; w) de façon que l'angle $ entre les tangentes aux lignes données et à 
eurs images soit conservé. 
Il est aisé de démontrer que le module dela dérivée au point (x, ; yo), c’est-à- 
dire | ” (zo) |, exprime la limite du rapport entre les distances qui séparent les 
points images w, + Aw, et w, et les points primitifs z, + Az et z (fig. 56). 


Fig. 56 


En examinant l’autre courbe et son image, on arrive à la conclusion que 
| f’ (20) | exprime la limite du rapport des distances qui séparent les points ima- 
ges w, + A'w, et w, et les points primitifs z, + A’z et 20. 

De cette façon, | f’ (2) | donne la mesure de la déformation de l'échelle au 
point z, lorsqu'on réalise la transformation par la fonction w = f (z). 

Ainsi, si l'on réalise la transformation d'un triangle infiniment petit du 
plan zOy sur le plan uOv par la fonction w = f (z), on obtiendra un triangle cur- 
viligne infiniment petit semblable au triangle primitif par suite de l'égalité des 
angles correspondants et de la proportionnalité des côtes semblables (à la limi- 
te). 

La transformation réalisée à l’aide de la fonction analytique w = f (z) est 
appelée transformation ou représentation conforme. 


875. Trouver les images obtenues par les transformations des 
points 4) (14; 1); 2) (0; —2); 3) (2; 0) réalisées par la fonction w — 
—=— sur le plan uOv. 

Solution. 1) Pour le point (1; 1), on az=1<+i; par 
conséquent, 


| 4 — i 4 — i | Î 
D — = ———— = + — 


Ti A+ (—i 2 2 
Dans le plan uOv, on a obtenu le point (= : —5). 


2 
| L- ; 1 
» — — ?] 3 — = — 1° . — 
2) 2=-2i, be 35; =3i; 0ona obtenu le point (0; 5) 
D) 222; M ; on a obtenu le point (= : 0). 


876. Trouver l’image obtenue par la transformation de la ligne 
u — « réalisée par la fonction w = z° sur le plan uOv. 
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Solution. On a 
w = (x + yi) = 2° + Sr'yi — Ixy? — yi — 
= (2 — 32y*) + (Br y—y)i. 


= — 2 — Jry?, 
U — Jx°y — y*. 


De cette façon, 


Eliminons x et y entre les équations obtenues et l’équation y = x 
u — —92, v — 22, c.-à.-d. D = —u. 


Ainsi donc, l’image de la bissectrice du Ie et du IIIe quadrants 
dans le plan zOy est constituée par la bissectrice du II° et du IV® 
quadrants dans le plan uOv. 

877. Admettons que w — z° et que z décrive un carré défini par: 
les inégalités 

0Zrz<1, 0O<Ly<i. 
Quel est le domaine décrit par w? 
Solution. On a 


= (x + gi) = 2° — y° + 2xyi, 
u — 2 — y, U — 2ry. 


Trouvons les images des sommets du carré (fig. 57). 


Si z = 0, y — 0, alors u = 0, vu — 0; 
Si z = 0, y — 1, alors u = —1, v = 0; 
Siz=1, y=0, alors u = À, v — 0; 
Si x = 4, y = 1, alors u = 0, v = 2. 


Trouvons les images des côtés du carré. 
OB:y—=0, u—=x, v—0, c'est-à-dire v — 0, u > 0 (c'est 
le segment OB, de l’axe des abscisses Ou). 


ÿ 
A [4 
0 B ZT Âr 0 B, u 
Fig. 57 
OA :xz=0, u = —y, v = 0, c'est-à-dire v = 0, u < 0 (c'est 


le segment O4, de l’axe des abscisses Ou). 
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AC: y =, u = 2° — À, v — 2x; en éliminant x, on obtient 
U = 7 — 1 (c'est l'arc de parabole qui relie les points À, (—1; 0) 
et C; (0; 2). 
BC:z—=1,u — 1— y, v — 2y; en éliminant y, on obtient 
2 
U = 1—7 (c'est l’arc de parabole qui joint les points B, (1; 0) 
On voit de cette façon que l'image du carré est constituée par 


2 
un triangle curviligne borné par les lignes v = 0, u — _ — Â,u — 


2 
= À — — et situé dans le demi-plan supérieur. 
878. Trouver l’image obtenue par la transformation de la cir- 
conférence x° + y* — 1 réalisée par la fonction w — 2z + À sur 


le plan uOv. 
Solution. On a 


uw = 2(x + yi) +1 = (27 + 1) + 2yi, 
et l’on arrive au système 
(ç u—2x+1i, 
U = 2y. 
En substituant x et y ainsi trouvés dans l'équation de la circonfé- 
rence, on obtient 


Ut __ v 
RS 1%: 


Finalement on trouve 
(u — 1) + nv? = 4. 
L'image cherchée est une circonférence de rayon 2 et de centre 
0 (1; 0 
879. Trouver les images obtenues par les transformations des 


droites x — 2 et y — 1 réalisées par la fonction w — z° sur le plan 
uOv. 


2 
Réponse. u =4—T, TE 
880. Trouver l’image obtenue par la transformation de la droite 
x + y = 1 réalisée par la fonction w — —z? sur le plan uOv. 


Réponse. v — T (u — 1). 


881. Trouver l’image obtenue par la transformation des axes de 
coordonnées réalisée par la fonction w = iz + 1 sur le plan uOv. 

Réponse. u = 1, v = 0. 

882. Expliquer le sens de l’image obtenue par la transformation 
réalisée par la fonction w — eviz (@ est une constante) sur le plan 
uOv. 
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Réponse. u = x cos @— ysinp; v = xsin p +y cosp (c'est 
une transformation qui consiste dans la rotation des axes de coordon- 
nées). 

883. On donne la parabole y — z*. Trouver l’image de cette 
parabole obtenue par la transformation réalisée par la fonction w — 
— z° sur le plan uOv. 

2 v \2/3 uv \4/3 

Réponse. u= (+) — (+) : 

884. Montrer que l’angle fait par les droites y = 1 et y — x —1 
reste le même à la suite d’une transformation réalisée par la fonction 


w = (1 + i) z + (1 — i). 


$ 4. Intégrale par rapport à une variable complexe 


On dit qu'une courbe l est lisse si la tangente à cette courbe varie d'une 
façon continue. 


La courbe est appelée lisse par morceaux si elle est constituée par un nombre 
fini d’arcs lisses. 

On donne une fonction d’une variable complexe w = f (z) continue dans un 
certain domaine D. Soit l une courbe lisse quelconque située dans le domaine D. 
Considérons un arc d’origine z, et d'extrémité z de cette courbe. Divisons cet arc 
en n parties par les points arbitrairement choisis 20, 21, 2», + « ., 2n-1 2n = 2 
qui se suivent le long de la courbe Fr. 

Etablissons la somme 


Sn = f (20): Azo+- f (21) Az +... + f(zn-1): Azn-s, 


Où Ag = 2p+y — 2g (k = 0, 1, ..., n — 1). Soit À la plus grande des valeurs 
de| Az |. Si À —+ 0, alors n —+ et la somme S$,, tend vers une limite détermi- 
née. Cette limite est appelée intégrale de la fonction f (z) le long de l’arc de la 
courbe l compris entre les points z, et z, c’est-à-dire 


| 1 (8 de = Lim [4 (0) + At (1) + f (an-1)- Ans. 
r 


Sif(z) = u (x, y) + icv (x, y), alors l'intégrale \ f (z) dz se ramène à deux 
T 
intégrales curvilignes des fonctions réelles d'après la formule 


À red (ut par-vte, nauti | ete mértute, nav 
T T T 


Si T est une courbe lisse par morceaux constituée par les portions lisses 
Vus Los +. Fm. alors l'intégrale le long de cette courbe peut être trouvée à 
l'aide de l'égalité 

| j@a=| f@ds+ | fedet.….+ | f(e) di. 
T2 


L' ri m 


Si f (z) est une fonction analytique dans un domaine simplement connexe D, 
la valeur de l'intégrale | f (:) dz prise le long d’une courbe lisse par morceaux 
r 
21—079 
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arbitraire l appartenant au domaine D ne dépend pas de la forme de cette 
courbe, n'étant fonction que des positions occupées par son origine et son 
extrémité. 

Pour toute fonction f (z) analytique dans un certain domaine simplement con- 


neze D, l'intégrale f (z) dz prise sur n'importe quel contour fermé lisse par mor- 


LA 


Y 
ceauzx y situé dans le domaine D est nulle (théorème de Cauch y). 
Examinons l'expression F (z) = | f (t) dt. Ici, le chemin d'intégration est 


20 
représenté par une courbe lisse par morceaux arbitraire T qui se trouve dans le 
domaine D et qui relie les points z et z,. On suppose que la fonction f (t) est ana- 
lytique dans le domaine D. On peut montrer sans difficulté que F” (z) = f (2). 
La fonction F (z) dont la dérivée est égale à f (z) est appelée fonction primitive 
par rapport à la fonction f(z). Si l'une des primitives F (z) est connue, toutes les 
autres sont contenues par l’expression F (z) + C, où C est une constante arbi- 
traire. L'expression F (z) + C est appelée intégrale indéfinie de la fonction 
f (z). Tout comme pour les fonctions réelles, l'égalité ci-dessous reste valable 


À 16 d=@ (6) —@ (2) 


Zo 


(la formule de Newton-Leibniz), où ® (z:) est une fonction primitive quelconque 
par rapport à la fonction f (z). 

Pour trouver la primitive par rapport à une fonction analytique f (z), on 
utilise les formules d'intégration habituelles. 

Considérons n + 1 courbes lisses par morceaux fermées Yo, Y1, Yes + + +, Vn €t 
telles que chacune des courbes y.. Var + + + Yn Se situe en dehors des autres, 
toutes ces courbes se trouvant à l’intérieur de y. L'ensemble des points situés 
simultanément à l’intérieur de y, et en dehors de ÿ1, Y+, + - ., YA constitue le 
domaine (n + 1)-connexe D. 

Soit f (z) une fonction analytique dans le domaine D (on inclut les valeurs 
qu'elle prenne sur les contours ÿ5, V1 Ye + - +» Yn). Dans ce cas, l'égalité ci-des- 
sous est vraie 


| jU)d= | jte) d+ | f(z)d+...+ À # (0) de. 
Vo Vi Va Vn 
885. Calculer l'intégrale 
| ft) dr, 
AB 
Où f (z) = (y + 1) — zi, AB étant le segment rectiligne qui joint 
les points z4 — 1 et 2 — —i. 
Solution. Onau—y+i,u— zx. D'où 


lrod= | (@y+t)dr+edy—i | zdr—(y+1)dy= 
AB AB AB 

0. (y+1)2 
x=1, y—0 2 jo 2 | 


= 14 Ti Ti 1. 


x=0, y=-1i .. zx 


— 1 


0 


= (y+1).z 
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On peut procéder d’une autre manière. On voit sans difficulté 
que f (z) — 1 — iz et 


AH A 
" NN à or à DE 


—i ; A — i 2 
| f(c) d= | (4 — ia) ds = LE | 
AB 1 
_ 1—2i+ë 
2i 


886. Calculer l'intégrale | f (z) dz, où f (z) = 1° + y°i, AB étant 


1: 


ÀB 
le segment rectiligne qui joint les points À (1 + i) et B (2 + 3i). 
Solution. On au = zx°, v = y°; donc 


| f (z) d = | 2? dx — y? dy+i À y? dr + 2° dy. 
AB AB 


AB 


Etant donné que l'expression zx° dx — y?dy représente la différen- 
tielle totale, la première intégrale du deuxième membre de l’éga- 
lité est calculée en tant qu'intégrale définie : 


2 y313 7 26 19 


St D en 7 nu 


É 3 
| atde—yr dy = | a dr — Perl 5. 


La 


AB 1 


Pour calculer la seconde intégrale, établissons l’équation de la 
droite AB: 

y—1 __ z—1 

GET — 21 


D'où dy — 2dx et 


c'est-à-dire y —2z— 1. 


AB 


| dr +2 dy = | ((2x—1)2+ 222] dr = | (622— 4 +1) dr = 
1 1 
1 = 


= (2x — 222 Lx) [i = 10 — 
Donc, | f (2) da = — + 96. 


AB 


9. 


1+i 
887. Calculer l'intégrale | z dz. 


î 

Solution. La fonction figurant sous le signe d’intégration 
est une fonction analytique. En appliquant la formule de Newton- 
Leibniz, on a: 


4+i Te 
z i 
| 2d=--| = 


=T I +2] = + (A+ 2i—1 +1) — 


21% 


324 THÉORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE (CH. VII 


888. Calculer Îz@, où y est le contour fermé 
L 
ZI —=COsl, 
y =sini. 


Solution. Etant donné que z = x — yi, dz = dx + i dy, 


| as = | x dx + y dy +i | x dy — ydx. 
Ÿ V Ÿ 
La première intégrale du deuxième membre est nulle en tant qu'in- 
tégrale de la différentielle totale prise le long d’un contour fermé. 
Lors du calcul de la seconde intégrale, il faut avoir en vue que 
dx = —sin t dt, dy = cost dt. D'où 


x dy — y dx = cos* t dt + sin? t dt = dt 


et finalement on obtient 


27 
| z dz =i | dt —2ni 
Y 0 
889. Calculer l’intégrale | = où y est l’ellipse z =3 cos t, 


Ÿ 
y = 25sint. 


Solution. La fonction f(z)-- + z ‘st analytique dans le 


domaine borné par l'ellipse donnée, donc | + — (. 
V 


890. Calculer l'intégrale Eent où y est la circonférence 


|z—(i+1)|=1. 
Solution. L'équation de la circonférence peut s’écrire 
(x — 1) + (y— 1} = 1, ou x = 1 + cost, — 1 + sint, ou 


z—1+it+ett,. Dans le domaine borné par la courbe y, la fonction 
Î(z) = TS ne sera pas analytique vu qu’au point z — 
— À + i, qui représente le centre de la circonférence y, la fonction 
devient infinie. 

Etant donné que dz=i-edt, on a 


9 


2m ox 
= roi 
[ _ | dé Re =i | dt = 2ni. 
+ 0 


R (Hi) et 


$ 4] INTÉGRALE PAR RAPPORT A UNE VARIABLE COMPLEXE 325 
TL —— 


dz, où y est la circon- 


891. Calculer l'intégrale Ee 
J 


férence |z| = 2. 

Solution. La fonction f(2) TE figurant sous le 
signe d'intégration présente des discontinuités seulement aux points 
z—4{etz—i. La fonction f (z) sera analytique dans le domaine 


Fig. 58 


triplement connexe représenté par le disque borné par la circon- 
férence + duquel on retranche deux disques |[z2—1|<r, 
|z—i|<r, où r>0 est une grandeur suffisamment petite 
(fig. 58). 

Par conséquent, 


Jrt)di= (ft d+ | fs, 
v v1 v2 


où y. et y, sont respectivement les circonférences | z — 1 | = r et 
Jz—il|=r. 
Vu que 
2—1<+z—i 1 1 
C2) == © — = — + — 


(z2—1)-(2—i) z—i 


alors 


dz dz | dz dz 
| f@)de= | + +) + | z—1 
? vi vi v2 v2 
Le premier et le quatrième termes du deuxième membre sont nuls 


en vertu de l’analycité des fonctions à intégrer dans les domaines 
correspondants. 


Donc, 


io [+ fE. 


v V1 V2 
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Les circonférences y, et y, sont respectivement d'équations z = 1 + 
+ r.ei® et z = i + reiv is 


jrenaf neue, Ÿ mous qu 
Y 1) 


re'® 


892. Calculer l'intégrale % (z) dz si f(z) = y + xi, l' étant 
T 
la ligne brisée OAB de sommets 20 = 0, 24 = à, 28 = 1 + i. 
Réponse. 1 + i. 
893. Calculer l'intégrale | z dz si AB est un segment recti- 


AB 
ligne qui joint Fe points z4== 1 et zx—i. 
Réponse. —+ (+ j). 


894. Calculer l'intégrale ET où v est l'ellipse EH = 1. 


Réponse. 0. 
895. Calculer l'intégrale | où y est la circonférence 
V 


(z— 4) +(y—3ÿ = 1. 
Réponse. (0. 


ti 


896. Calculer l'intégrale , où yest la circonférence z=e. 


Réponse. 2ni. 


897. Calculer l'intégrale | (ebie es eu, 2 dz, où y représente 
Y 
le disque |[z | < R, z, et z, éta 
et tels que z, £ : 25e 
Réponse. 2ni (a + b). 


nt des points intérieurs à ce disque 


$ 9. Séries de Taylor et de Laurent 


Soit f (z) une fonction analytique dans un certain voisinage d'un point a. 
Considérons la série 


(+2 @ (6041 (64 O 604 


C'est le développement en série de Taylor de la fonction f (z). A l'intérieur de son 
disque de convergence, cette série exprime la fonction f (z), ce qui signifie que 
dans le disque de convergence l'égalité 


of o+ LE (6—o+ LOG. 


$ 5] SÉRIES DE TAYLOR ET DE LAURENT 327 


est satisfaite. Si a = 0, l'égalité ci-dessus va s'écrire 


fo=so+ 0 LOS, TO st. 


Dans ce cas, on dit que la fonction f (z) est développée en série de Maclaurin. 
Considérons maintenant les deux séries suivantes : 


A A A_ 
_ T Ga " GE vis Se) 
et 
Ao + A1(z— a) +A4;(z2— a} + A, (z — a) + ... (2) 


Le domaine de convergence (s'il y en a un) de la première série est défini par 
l'inégalité | z — a| > r. Dans le cas où il y a un domaine de convergence de la 
seconde série, ce domaine sera défini par l'inégalité | z— a| << R. Alors, si 
r € R, la série 

A_9 


A3 A_; 
HU Ga Edited 
+ 40 + 41 (2— a) + 40 (2— a)? + 43 (2— a) + ..., 


obtenue par l'addition des séries (1) et (2), aura comme domaine de convergence 


Fig. 59 


la couronne r <| z— a| << R bornée par deux circonférences concentriques de 
centre a et de rayons r et R (fig. 59). 
Soit f (z) une fonction uniforme et analytique dans une couronne 


r<|z—a| <R. 


Dans cette couronne, la fonction f (z) peut être représentée par la somme de la 
série suivante 


ae + do da (eo) + 


(z— a)? 
+ 49 (2— a)2+ 49 (2— a) +. 


La série figurant dans le deuxième membre de cette égalité est appelée série de 
Laurent de la fonction f (z). Les coefficients de la série de Laurent peuvent être 
calculés par la formule 

bio: 


M Qni J (z—a)"ti 


(n—=... —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, ...) 
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La série 
A_; 


z2—a 


A0 A_3 
Far as te 


est appelée partie principale de la série de Laurent, alors que la série 
Ao + A1(— a) + As(z— a} + A4,(z — a) + ... 


s'appelle partie régulière de la série de Laurent. Si la série de Laurent comporte 
une partie principale, a est un point singulier isolé. Dans le cas où la partie prin- 
cipale de la série de Laurent contient un nombre fini de termes, c'est-à-dire 
qu'elle est de la forme 


À, 


Z2—a 


4 An 
Fat +R 


le point singulier isolé a est appelé pôle d'ordre n de la fonction f (z). On dit alors 
que le coeîlicient 4, est le résidu de la fonction f (z) relatif au pôle a. 


(4h = O), 


898. Développer en série de Taylor la fonction f (z) — z°, sui- 
vant les puissances du binôme z — i. 
Solution. On trouve les dérivées de la fonction f (z) = z5: 


f (z) = 524, f” (z) — 207%, jf" (z) = 6072, 
fIV (z) = 120z, NV (2) = 120, fNI (2) = FN (z) =... = 0. 
On détermine les valeurs des dérivées au point a = i: 
f(i) = i, f (i) = 5, f” (i) — —20i, f” (i) = —60, 
fiV (i) = 120i, fV (i) = 120. 
D'où 
f(z2)=i+5(z— i) — AOi(z — i)? — 10 (z — i)$ + 
+ Si (z — i)t + (z — i)5. 
On voit ainsi que la série de Taylor de la fonction f (z) = 2° 


est un polynôme du cinquième degré. 
899. Développer en série de Taylor la fonction f (z) = ch (1 — 2) 


suivant les puissances du binôme z — (1 _ ji) . 
Solution. On trouve 


f(z) =ch (14 —2), f(a)=ch+i=cos <== 0, 
ff() =—sh(1—7z), f'(a) — —sh+i— —isin += —i, 


2 
j'G@)=ch(i—2),  f'(a)=0, 
fJ"(z)=—sh(Î—72), f"(a)= —i. 

Par conséquent, : 
ae —iT(e—t+5i) + (et) + 


1 
+ (21455) +.) 
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900. Etudier la convergence de la série 


1 1 1 
1 23(2—1)3 +5 (z—1)2 LE 2 (z—1) + 


== —1)2 = 
He ++ = LE 13 e. 


Solution. Considérons les deux séries suivantes 


1 Î 1 
1” Mare THE T' (1) 
—1)2 , (2—1ÿ 
IE ) +2 +... (2) 
Si l’on pose z— 1 = + dans la série (1), on obtient la série entière 
cz! * 12 13 , 
tata. «4° 


On détermine le rayon de convergence de cette série d’après le cri- 
tère de d’Alembert : 
Jn—i 
p= lim — =2 
n—+00 
on 
Donc, la série entière (1”) converge si | z' | << 2. Par conséquent, la 
série (1) converge si mer | | << 2, d'où l'on tire [z —1 > + : 
I] s'ensuit que la série (1) converge en dehors du disque de rayon r — 
= et de centre z — 1. On détermine le rayon de convergence de 


la série (2): 


n—1i 

R = Lim —5 
He le 
Sn 


De cette façon, le domaine de convergence de la série (2) est défini 
par l'inégalité | z — 1 | < 9. 
On arrive à la conclusion que le domaine de convergence de la 


série donnée est la couronne +< [z—1]|< 5. 


La solution de ce problème peut être simplifiée si l’on remarque 


que les séries (1) et (2) sont des progressions géométriques dont les 
raisons sont respectivement ET et +. Elles convergent si 


Ée: | <1 ” | <1 
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Par conséquent, | z — 1 >+ et |z — 1 | < 5. Donc, le domaine 
de convergence se présente sous la forme d’une couronne définie 
par la double inégalité + < |z—1|< 5. 


901. Etudier la convergence de la série 
3+ 4iÿ 3+ 4i)? 3+4 
ET EE 


Solution. Considérons les deux séries suivantes: 


3 + 4i 3 + 4i)? 3+ 4i)$ 
D me LS (1) 
HET 2) 


Les séries (1) et (2) sont des progressions géométriques dont les 


raisons sont respectivement : E et + . Elles convergent si 
| <1 et |2|<1. 
Etant donné que |3 + 4i | = V9 + 16 = 5, |i| = 1, alors 
ne <1 et |z]<1, 


ou 
|z1> 5 et |z | < 1. 


Mais ces deux inégalités sont incompatibles, ce qui signifie que la 
série donnée ne converge en aucun point du plan. 


902. Développer en série de Laurent la fonction f (z) — 


suivant les puissances de z dans le voisinage du point z = (. 
Solution. Mettons la fonction f (z) sous la forme 


_1_ 
2z — 5 


_ 
5) 
f()= — 3 * 
D. 
Dans le voisinage du point z — 0, l'inégalité + | < 1 est véri- 
Le 
fiée ; c’est pourquoi la fraction peut être présentée sous la 
+ 
forme de la somme d'une progression géométrique infiniment décrois- 
: 2z : 1 
sante de raison g—— et dont le premier terme a = — — 


5) o 
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D'où l’on obtient 
| 2z 22z2 2373 


Ce développement en série de Laurent peut s’écrire 


= 9n-1-n-1 
fa D LE. 
n=1i è 
On voit que ce développement ne comporte que la partie régulière. 
L'inégalité E| << 1 montre que le domaine de convergence de la 


série est le disque | z | << e. 


903. Développer en série de Laurent la fonction 
1 
POS 


suivant les puissances de z dans le voisinage du point z = co. 

Solution. On a 

1 
1 22 
PSS 
Z 

Dans le voisinage du point z — ©, l'inégalité Es < 1 est 
vérifiée, donc f (z) peut être présentée sous la forme de la somme d’une 
progression géométrique infiniment décroissante dont le premier 


terme a = - et la raison q — > . Par conséquent, 


{ 52 52 53 
f()= + es ser to 
ou 


5n-1 
1()= 2 5x 


n=1 
Le développement ne comporte pas de partie régulière. La série con- 
verge dans le domaine |z | > 2 (en dehors du disque). 


904. Développer en série de Laurent la fonction 
Î (z) — PU NE 
_ (3—1) (G—3) 
suivant les puissances de z dans la couronne 1 < |z | << 3. 
Solution. Décomposons la fonction f (z) en éléments simples 


1 A B 
OT T3: 
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d’où 
1—=A(z—3)+B(z—1). 
En posant z — 1, on obtient 1 — —24, c'est-à-dire À — + . Si 
l’on pose z = 3, on a 1 — 2B, donc B — - . De cette façon, 
1 1 1 1 
AS VE T 
Compte tenu du fait que 1 < |2|< 3, on peut écrire 
_ ss 
£ 1 3 
Pete es mn 
_z 7 3 


Par conséquent, 


fo=-5(D ++). 


905. Développer en série de Laurent la fonction 1Q= 
suivant les puissances de z—2. 
Solution. On pose z—2—z. Alors 
—Æ _ + 2)4 2/14 8z'3 + 2472 1 392 +16 


= + + 24 + 82’ + z'2, 
c'est-à-dire 


= + +244 8(2—2) + (2 —2p. 


Ici, la partie principale comporte deux termes, alors que la partie 
régulière en possède trois. Vu que le développement est constitué par 
un nombre fini de termes, il sera valable pour tout point du plan 
excepté le point z = 2. Ce point est un pôle d'ordre 2 de la fonction 
Î (z). Le résidu de cette fonction relatif au pôle z = 2 est représenté 
par le coefficient de (z — 2)-!, c'est-à-dire qu'il est égal à 32. 
906. Etudier la convergence de la série 
Z 


+ ii (+ (5) "+. 


Réponse. Le domaine de convergence est 1 < |z | << 2. 
907. per: la RE Er de la série 


+ — ++ +7 +1-+22+ (22) + (22) +. 


Réponse. La série diverge en tout point du plan. 
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908. Développer en série de Laurent la fonction 


F. 
{ (2) 7 2] 


suivant les puissances de z dans les domaines suivants: 
a) le voisinage du point 2 0; b) le voisinage du point z = oo. 
Réponse. a) f (z) — —z2° — 7° a der a 


b) f(z2)=2+1+— LH La 
909. Développer en série de Laurent la fonction 


a Le 220: 
U OO si z-=0,. 


ï sl 1 z2 zt 
Réponse. Se don Tor t or + 


910. Trouver les pôles de la fonction 


FA 
GET ET: 
Réponse. +1 pôles d'ordre 1 (pôles simples); +ài pôles d'ordre 2. 


P (2) 


En général, si f (2) = -— , où P(:) et Q(z) sont des polynômes qui n’ont pas 


des racines communes, les racines du polynôme Q (z) (et seulement ces racines) 
sont des pôles de la ‘fonction Î (2). 

L'ordre des pôles de la fonction f (z) coïncide avec la multiplicité des racines cor- 
respondantes du polynôme Q (z). Ainsi, par exemple, si 

zb1 
OS TENTE 

alors z, — à est un pôle simple de f (z) (pôle d'ordre 1); z, — 1 est un pôle 
d'ordre 2; z3 = 2 est un pôle d'ordre 3. 


911. Développer en série de Taylor la fonction f(=2 suivant 


les puissances de z—1. Trouver le domaine de convergence de 
cette série. 

Réponse. de -... Le domaine 
de convergence est [z—1|< 

912. Développer en série d Maclaurin la fonction 


LE si 2-0; 
f(z)= l 
ci si z—=0 
Dr Je. 12 + 
Réponse. f(z) — + —... La série converge dans tout 


le plan. 
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913. Développer en série de Laurent la fonction f (2) = 2° + 
1 


+2: 2 définie dans tout le plan à l'exception du point z—0. 
: (In 2)" 


Réponse. f(z) — 2: DT (27 + 277). 


n=i 


$ 6. Calcul des résidus des fonctions. 
Utilisation des résidus pour le calcul des intégrales 
Soit a un pôle d'ordre nr d’une fonction f (z). Au paragraphe 5 on a donné la 


définition du résidu de la fonction f (z) relatif à son pôle a. Le résidu de la fonc- 
tion f (z) relatif à son pôle a d'ordre n se calcule d'après la formule 


a ._. an" [(z— a) -f (z)] 
res rem in dz"-1 . 
Si a est un pôle d'ordre 1 de la fonction f (z), son résidu sera 
Res f (z}=lim (2— a) f (z). 
a Za 


Soit f (z) une fonction analytique dans un domaine D, excepté un nombre 
fini de pôles a;, a, . .., a. Désignons par y un contour fermé lisse par morceaux 
arbitraire à l'intérieur duquel se situent les points a, a, ..., ak et qui se 


trouve entièrement dans le domaine D. Dans ce cas, | f (z) dz sera égale à la 


ÿ 
somme des résidus de la fonction jf (2) relatifs aux pôles ay, &, . .., a; multipliée 
par 2ni, c'est-à-dire 


ETC d=Ini Ÿ Res f (:) 


Ÿ "ii | 


LT 


(théorème fondamental des résidus). 

Examinons un cas particulier. Soit f (z) une fonction analytique dans un 
domaine D et supposons que a appartienne à ce domaine et que f (a) 

Dans ce cas, la fonction F(z) = 1e. possède du point « du domaine D un pôle 


d'ordre 1. Trouvons maintenant le résidu de la fonction F (z) relatif au pôle a: 
Res F (z)=lim(z—a)-F (2) =lim f (z) = f (a). 
a za za 


D'où, en appliquant le théorème fondamental des résidus, on obtient 


| F (z) dz = 2rif (a), 


. 
ou 
1 f (2) 
2ni | Z— a HET 


Y 


.. La formule obtenue, appelée formule de Cauchy, joue un rôle 
important dans la théorie des fonctions d'une variable complexe. 
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Il faut quand même remarquer que la déduction de la formule de Cauchy 
doit précéder la démonstration du théorème fondamental des résidus. Ici, nous 
avons saisi l’occasion pour présenter au lecteur cette importante formule. 

Soit f (z) une fonction analytique dans le demi-plan supérieur y compris l'axe 
réel, un nombre fini de pôles ay, (k = 1, 2, ..., m) situés au-dessus de l’axe 
réel étant exclus. On suppose en outre que le produit z°f (z) pour z — + co ait 

O0 


une limite finie. Dans ce cas, pour calculer l'intégrale définie | f(x) dx de la 


— © 


fonction d’une variable réelle, on utilise la formule 


| f(x) dx =2ni (ri trot... rm), 
où rn (4 = 1, 2, ..., m) est le résidu de la fonction f (z) relatif au pôle az. 
EE — 
(2—1) (2—3) 
Solution. Les pôles de cette fonction se situent aux points 
z=1et 23. 


914. Trouver les résidus de la fonction f (z) — 


À 
es (2) # au 1) _ = 2! 
. Z ; z Î 
RS MGR Ge D 
915. Trouver les résidus de la fonction fQ=7 : 
Solution. Ona 
1 
GO = 55 
Les pôles de la fonction sont 2i et —2i: 
SA St _9n. 1 TT À 4 Lt 
ES EL € 2) T5 +2 ea Cu z° 
+ | 1 1 1 
OR CT er HT 
— L 1 
916. Trouver les résidus de la fonction = 


Solution. Les pôles de la fonction sont représentés par les 
racines du dénominateur : z —-1 + 2i. Par conséquent, 
1 
OR er  : 


On trouve 
: —1—2i . Â i 
Res f(2)= lim ©" — Jim > 2? 
À ) zsipoi (—1—2i)(c—1+2i) 4,440, 2—1+21i 4 ? 


z—1—2i 4° 


zæi—2i 


Las z—1+ 2i _ 
a OT le EE TT 


336 THÉORIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE (CH. VII 


917. Trouver le résidu de la fonction f (2) — L 


(2—2} © 
Solution. Etant donné que z2—2 est un pôle d'ordre 3,ona 


| G—2 | 
—2)3 À => d? (22 | 
Resp) — y lim on = 5T ha” 


918. Trouver le résidu de la fonction f (2) = — par rapport 
à son pôle z=0. 
Solution. Le point z = Oest un pôle d'ordre 2. En effet, 


zè : 23 
in ———— = im—— = 2 
70 1—C0S3  ,,0p Sinz 


est une grandeur _. Alors, 


Res f(s)= lim D (=) = lim 09 PSE 


1 — cos z >) (1— cos :)2 nu 
22 21 er - 23 
Li nf 2 (rt ….) 
de 
z+0 (+ Z + ] 
21 4! 
5 
ÉtEerSER 
21 4! + 


919. Trouver Jene-5e-5* où vyest un contour fermé 
à l'intérieur duquel on trouve les pôles z—1, z—2, z—3. 


Solution. Déterminons le résidu de la fonction figurant 
sous le signe d'intégration : 


z+1 
ne) —= RE 4, 
js ET 
Res Qi Te 
Res f (2) = lin a 


z2—3 (2— 1) (2— 2) 
Par conséquent, 


À : 
| E-56-56—5 dz = 2ni (1—3+2)-—0 


920. Trouver [ He dz, où y est la circonférence |z|=3 
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k 2 
Solution. On a fQ= os 


2 se trouvent à l'intérieur du contour fermé y. D'où 


Les pôles i, —i, 


1 


Gen G—)fO = lin = CD” 


: : zè 1 
ne ÉLRES HET 
= ; e. 


Res f (2) = lim(z—2)-f() =lim FFT 


® z2 . 
| (22+1)&—2 den [pe HET L41e 
J 


=a( ++ i) = 1 (£i++i) = ani 


921. Calculer l'intégrale définie | TRE - 


: : 1 : é 
Solution. La fonction TT est analytique dans le demi- 
plan supérieur excepté le pôle 2i. En outre, 


na G)= ue. FFE me 


c'est-à-dire la limite a une valeur finie. 
On détermine le résidu de la fonction FO = relatif au 
pôle d'ordre Z donné 2i: 


" (z—2i)? 
Res f (2) = lim £ ir Je 
dr. 
Durs dz Er] in PT — _. re — g le 


Par conséquent, 


Ep = 27i (—+ i) =. 


—©œ 


‘ : dz 
922. Trouver | 2G+2)G+4 , S1 
L 


1) + est la circonférence | z | = 1; 
2) y est la circonférence |z | = 3; 
3) y est la circonférence |z | = 5 


22—079 
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Solution. Trouvons les résidus de la fonction figurant sous 
le signe d'intégration relatifs aux pôles z = 0, z — —2, z — —4. 
1 


CSS f{)= lire TETE 


1 
A Le G+2)-fG)= bn LUS = 
=<. 
Resf()= lim (2+4)-f (2) = n D +7 — 
1 cas: y est la circonférence . | = 1. A l'intérieur du con- 


tour on ne trouve que le pôle z — 0. Alors, 


:. À 
| f (2) ni. s=T. 
y 


2e cas: y est la circonférence |z 3. A + SE du con- 
tour se trouvent les pôles z — 0 et z 2. Alor 


| 
| $C) di ni (++) Es 


Ÿ 
3 cas: y est la circonférence |z | = 5. A l’intérieur du con- 
tour se situent trois pôles z — 0, z = —92, z — —4. Alors, 
. {1 1 1 
| Î (2) dz = 27i (5-7+3) —= 
V 
923. Trouver le résidu de la fonction f (z) — 2E. 
Réponse. 2i. 
z2+1 


924. Trouver les résidus de la fonction f(z)= = —. 
Réponse. 1; —1. 
925. Trouver le résidu de la fonction f (2) — — 


2. 
Réponse. —1. 
z+i 


926. Trouver le résidu de la fonction f(z) —=—; 
Réponse. 1. 


; z2 
927. Trouver l'intégrale | — 
V 


relatif au pôle 


- dz, où y est la circonférence 


I21=R>Îal. 
Réponse. 2ra?. 


928. Trouver l'intégrale | dz, où y est la circonfé- 


a 
(z— a) (z—b) 


rence |z2]l=R, R>|a|, R>|b1|, ab. 
Réponse. 2ni. 
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929. Trouver l'intégrale | 7, Où y est une circonférence 


dz 
z2—22+ 
V 
à l'intérieur de laquelle se situent les pôles du dénominateur. 
Réponse. (. 


930. Trouver l'intégrale | 


5e où y est la circonfé- 
, 


rence |z|=2. 
, IT 
Réponse. 3j : 
931. Calculer l'intégrale définie | Ty 


(a) 


Réponse. ZT. 


CHAPITRE VIII 


ÉLÉMENTS DE CALCUL OPÉRATIONNEL 


Soit f (t) une fonction satisfaisant aux conditions suivantes: 

4) f(t) = 0 pour t < 0; 

2) | f(t)1 < Me‘! pour t > 0, où M > 0 et s, sont des constantes réelles : 

8) sur tout segment fini {a, b] du demi-axe positif Ot la fonction f (t) satisfait 
aux conditions de Dirichlet, c'est-à-dire: a) elle est bornée; 
b) elle est continue ou bien ne présente qu'un nombre fini de points de discontinuité 
de première espèce; c) elle présente un nombre fini d'extrémums. 

En calcul ne à de telles fonctions sont appelées transformables sui- 
vant Laplace ou originaux. 

Soit p—« + Bi un paramètre complexe dont Re p = à > 1 > 5. 

O0 


Si les conditions susmentionnées sont respectées, l'intégrale | e-Pt.f (t) dt 


0 
converge étant fonction de p: 


| e-Pt.f (4) dt = (p. 
0 


C'est l'intégrale de Laplace qui définit une fonction de la variable complexe p 
appelée transformation où image de Laplace de la fonction f (t) ou tout court 
image de f (t). : 

En notation symbolique, le fait que la fonction f (p) est l'image de l'origi- 
nal f (t) est représenté comme suit: 


f(@)= L {f(t)}, ou f (p) :- f (t). 


On convient que la valeur de l'original f ({) en tout point de discontinuité 
de première espèce t, soit égale à la demi-somme de ses valeurs limites à gauche 
et à droite de ce point: 


f Go) = Lo —0) + j (to +0). 


Cette condition étant respectée, la correspondance entre les originaux et leurs 
images jouit des propriétés suivantes: 

1) cette correspondance est biunivoque, ce qui signifie qu’à un original on ne 
peut mettre en correspondance qu'une seule image et inversement ; 

2) à toute combinaison linéaire d'un ensemble fini d'originaux on peut faire 


correspondre comme image la combinaison linéaire correspondante des images de 
ces originaux. 
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De cette façon si fx (p) — jh (£) (k=1,2,...,n), alors 
Rkh=n R=n 


D Ch-fr (p) — 2 Chfn (t). 
=! 


Rk=1 


$ 1. Recherche des images des fonctions 


Dans la table qui suit de même que dans les exemples ci-après, la valeur de 
f(t)n ei donnée que pour t > 0, ayant toujours en vue que pour t < 0, 
f (t) = 

.… des images des principales fonctions 
élémentaires 


ft) pour t>0 


p 
Pi +P 
p—a 


Pa +R 
P 


(p— a)? +$? 
1 


= B2 
CAE 
2pB 
(p°+ B°)? 


t-cos Bt 


t-sin Pt 


932. Trouver l’image de la fonction f (£) = a. 
Solution. Etant donné que a = el, alors f (#) — etina- 
D'après la formule n° 3, on obtient 


f(p)= FR —- 


933. Trouver l’image de la fonction f(t) = cos t. 
Solution. Utilisons la formule d'Euler 
etibe-ti 


COS L{ — p 
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Alors 
étibeti\s 4, …; : nn 
ot (——) = À (et + 8eti + 3e-ti + 6-86) = 
1 etibe-sti 3 etibeti 1 


3 
= Te — +7 —> = 7 COs 3f + cos £. 


En appliquant la _. n°4, on obtient 


fo D po Pi. pp ro. 
f(P)=7 5 += p?+1  (p+1)(p2+9)° 


934. Trouver l’image de la fonction f(t) — sh bt. 
Solution. Pour le sinus hyperbolique, on a par définition 
f (à) =— ebt 7. 
Par conséquent, 


1 
 2(p—b) 2(p+b) pb" 
935. Trouver l’image de la fonction f(t) sh at-sin bt. 


Solution. Vu que shat= +, on a 
f (t) =+ et sin bte st sin bt. 
La formule n°7 donne: 
AS SOLS PE 


936. Trouver l’image de la fonction f(t)=t-ch bt. 
Solution. Etant donné de 


ft EE Lie + Ltett, 
la formule n°8, pour ai. a — Fe donne : 
f( = 
P)= pe TEE 0 


937. Trouver l'image de la fonction f(t) —sin?t. 
Réponse. f (p) = TEL 
938. Trouver De de la fonction f (£) = e'-cos? t. 
____p-(p?+2p+3) 
Réponse. Î(p) = pS-27+5 : 
939. Trouver l'image de la fonction f (é) = ch bi. 
Réponse. F(P)= 5e 
940. Trouver l’image de la fonction f ({) = sh at-cos bt. 
_ B n4— De 
Réponse. f(p) ue 
pl(p—a)?+b?] [(p+a)?+b?] 
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941. Trouver l’image de la fonction j (t) — ch aft-sin bt. 
b (p2+a2—b2) 
[(p—a)2+ 62] [(p+a)2+b?]" 
942. Trouver l’image de la fonction f (£) = ch at -cos bt. 
Réponse. f( jp 
SPORE PIE [p— 0) +07 [p— 0) +0]: 
943. Trouver l’image de la fonction f (t) = t-sh bé. 


e - 2pb 
Réponse. f (p) — TE 3 


Réponse. f(p) = 


$ 2. Recherche de l'original d’après son image 


Dans les cas les plus simples, la recherche de l'original d’après son image se 
fait à l’aide de la table des images des principales fonctions élémentaires avec 
utilisation du premier et du second théorèmes de développement. 

Le second théorème de développement donne la possibilité de 
trouver l'original d'une image représentée par une fonction rationnelle de p: 


f (p) = ne , Où u (p) et v (p) sont des polynômes en p respectivement de degré 
m et n(m<n) 


Si la décomposition de v (p) en facteurs simples est de la forme 


k 
v(p)= (p — pa) +(p — ps)... (p— pi)" 
(ki + ko + . ee k, = n), 
on sait que la fonction f (p) peut être développée en une somme d'éléments sim- 
ples du type 
Àj,s 
hkh;-s+1 ? 
(p—p;) À 
où j et s parcourent respectivement toutes les valeurs de j = 1 à j = r et de 
s—=1Â1às—= k;. 
De cette façon, 
j=r S=k ; 


=>, » F 
j=1 s=1 (P—Pj) 


Tous les coefficients À ;,, de ce développement peuvent être déterminés à l'aide 
de la formule 


À;, 8 


—s+1 © (A) 


A { = or } B 
is =D) De aps L@— PA FUN. (B) 
La détermination des coefficients À ;,. peut aussi se faire à l’aide des techni- 
ques élémentaires utilisées par le calcul intégral lors de l'intégration des frac- 
tions rationnelles. La mise en œuvre de ces techniques est particulièrement indi- 
ques lorsque toutes les racines complexes du dénominateur v (p) sont simples et 
eux à deux conjuguées (cf. exercices 944 et 945). 
Si toutes les racines de v (p) sont simples, le développement est simplifié: 
v(p)=(p— ps) (P—p) .. (P—Pn); 
Pi pr pour j# k), 
j=n 
= À; u (pj) 
f(p) = , OÙ Aj————, C 
= 2 P—P) "vw" (pp) Se 
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A près avoir trouvé par tel ou tel procédé le stoppe de f (p) en éléments 
simples, l'original f (1) est obtenu à l’aide des fo es suivantes: 
a) dans le cas où le dénominateur v (p) possède des racines multiples: 


.t 
f()= 2, S > Àj, s (kj— (kj—s)l 671 ; [CA*) 
j=1 s=1 


b) dans le cas où les racines du dénominateur v (p) sont simples: 


in 

(Pj) p, 

{ (t)= > TES ePi! | (C*) 
j=1 


Si l’image de la fonction cherchée peut être développée en série entière sui- 
vant les puissances de _ c'est-à-dire si 


On DRE Dev DES 


An+1 


+), 


(cette série doit converger vers f (p) pour | p| >R, où R = lim 
ñn—00 
alors l'original f (t) est donné par la formule 


t 12 im 
f()= coter +a.sr+... Han +... 


cette série étant convergente pour toutes les valeurs det(premièrethéo- 
rème de développement). 


a à . ri P 

944. Trouver l'original de la fonction FP)= ES : 
Solution. Des techniques élémentaires nous permettent de 

développer cette fraction en une somme de fractions dont les origi- 

naux sont connus: 


P p—1+1 p—i 1 


pts Eté été | T4 
D'après les formules n° 6 et 7 de la table des images, on a: 


er et -cos 2; 
1 1 RER Er Let -sin 2t. 
—12+4 7 2'(p—12+4 
Donc 
P D Li: 
GTX 6 . {cos 2+-sin2} . 


1 
ETS 
Solution. Faisons encore une fois appel à des techniques 
élémentaires de développement utilisées dans le calcul intégral : 


945. Trouver l'original de la fonction f (p) — 
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1 À + Bp+cC 
pÿ—8 p—2 p+2p+4 
Pour déterminer les coefficients, on a l'identité 
1= À (p° + 2p + 4) + (Bp + C) (p — 2). 
En y posant p = 2, on trouve 1 = 124 ; À — - Dans le deuxième: 


membre de cette identité on égale respectivement à zéro et à l'unité: 
le coefficient de p° et le terme constant et l’on trouve: 


A +B=0, 44 — 2C = 1. 


D'où B=—A= —;%; C = 2A Fo. Donc, 
Li, = 1. 1. ‘1 p+4 
ps —8 12 ” p—2 12 pi+2p+4 E 
1 1 1 (p+1)+3 


C2 p—2 12 (p+1x+ (V3 


f(p)= 1 1 1 p+i V3 V3 


22 p—2 12 (p+1+(V3} 12  p+12+(V3) 


Cela nous permet de trouver à l’aide des formules n°5 3, 6 et 7 de: 
la table des . 


f (#) = + e2t — Let. {cost 3+V 3:-sin tV 3). 


946. Trouver l'original de la fonction OR GE 
Solution. Le développement de f(p) en éléments simples. 

est de la forme 

Î _A4,4 y Ass A3 _42,1 _, 42,2 

Jf(P)= DS LE lp TD +2} + p+2 


On trouve les coefficients de ce développement en utilisant la for- 
mule (B): 
1 


l.8s re | P . | 
ne CO DS Le TS : 


Aie lim A) im {Tr} = 


_ TE ASS QE 
7 (+= dut 27 ? 
d2 . 
A1,3= 7 D SE {(p— 1): f(p)}} = lim | Es] 


1 
NE MA pur 
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A1 = in [(p+2P-f(p]= lin TE T7: 


_ 1 LS 2 
3,9 = 1! + d_{(p+2y. f (p)] = Ss Jin > dP [Tr = 
À 3p mn 
Tu La T° 
Ainsi, 
F- 1 3 1 1 2 1 
= onto te tp) 
D'où, à l’aide des formules n° 3 et 8 on trouve 


f (t) = {ire Ltet —et +2te-i+e-2} . 


Re e + 37 -€ . 
947. Trouver l'original de la fonction 


FAN p+i 
f(p)= p(p—1)(p—2) (p—3) ‘ 


Solution. Vu que dans ce cas toutes les racines du déno- 


minateur sont réelles et simples, il vaut mieux utiliser la formule (C*). 
On a: 


u(p)=p+i;v(p)=p(p—1)(p —2) (p —3) = 
= p# — 6p° + 11p° — Gp; 
v" (p) = 4p° — 18p° + 22p — 6. 
Les racines de v (p): p, = 0, pa = 1, pa = 2, px = 3. 


On trouve 
u (ps) 1 1, Oups) _ 2 _ 14 
v'(p1)  —6 6 ? v'(p2) 2 ’ 
u(ps) __3 ___3,  u(p:) =<=+ 
v" (ps)  —2 2? v'(pa) 3 
D'où, d’après la formule (C*), on a immédiatement f (é): 
_ 1, 8 po 2 st 
fÜ)=—T+e se +7e 


948. Trouver l'original de la fonction f (p) — 


Q Q Q Lé « Lé p(1+p*) | de 
utilisant le premier théorème de développement 
Solution. _ a 
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Cette série converge pour | p | > 1. D'où l’on trouve f (t): 
t4 18 t12 116 
A Done tr AE CO TS 


PR: 1 
949. Trouver f (#) S1 Î (p) — PP +1) (+4) . 
Indication. Développer f (p) en éléments simples à l’aide 
des techniques élémentaires. 


5 1 1 1 
Réponse. f(t) — T3 C0St+7 cos 2t. 
950. Trouver l'original d'après l’image 
7 1 
= TE 
Réponse. f (t) = — : et + Le + Let, 
z À : HAS p+3 
951. Résoudre le même problème pour 1P)= T3 M—4pt3 
Réponse. f (t) — 1 — 2et + est, 
2 x : = 1 
952. Résoudre le même problème pour OP) = 5 : 


à 1 1 1 
Réponse. f(t) = 7-3 Cht+-ch 2t. 
953. En utilisant le premier théorème de développement, trouver 


l'original de la fonction f(p) = RE , où k est un entier positif. 


: th R.12R 2k,.13R 
Réponse. Î (t) = pd Get — . 


$ 3. Convolution des fonctions. Images des dérivées 
et de l'intégrale de l'original 
On sppese convolution (ou produit de composition) des fonctions f, (t) et 
fe (t) la fonction 
t 
FO= | nf (0 dr. 

0 

L'interversion des fonctions f, et f, ne change pasla valeur de l'intégrale 


qui définit la convolution, donc celle-ci est symétrique par rapport aux fonc- 
tions intéressées. 
L image de la convolution de deux originaux est égale au produit de leurs ima- 
ges théorème de la convolution des originaux): 
t 


| f1 (t— 7)" fe (t) dt <— f1 (p)-fe (p), 
0 


si f1(p) — fi (4), fa (p) — jf, (#). 
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, Si l'original j (t) est n fois différentiable et que ses dérivées jusqu'à celle 
d ordre n sont à leur tour des originaux, lethéorème de la diffé- 
rentiation de l'original est valable: 


fo (+) <— Ph.f(p)—{p*-1.f (0) + ph-2.f" (0) +... + fth-1) (0)}, 


si f(p) —> f(#) (k=1,2,...,n). 
En particulier, 


f' (8 <— p-f(p)—f (0), 


f"(#) <= pè:f(p)—p+f (0) —f" (0) 
et ainsi de suite. 
Le théorème de l'intégration est valable pour tous les ori- 
ginaux : 
t 


si f (p) — f(t), alors CE — | f (x) dr. 
0 


On voit que les images de la dérivée et de l'intégrale sont obtenues en par- 


tant de l’image de la fonction f (t) et en effectuant sur f (p) des opérations algé- 
briques. Il faut aussi remarquer (voir la table des images) queles images g'un 
grand nombre de fonctions utilisées dans la pratique (e%!, cos Bt, sin ft, etc.} 
sont des fonctions algébriques de p. 

Cela permet d'amener A de l’analyse mathématique (ré- 
solution des équations différentielles et intégrales, etc.) à des opérations algé- 
briques effectuées sur les images des fonctions cherchées. 


954. En utilisant le théorème de la convolution, trouver l'origi- 


nal de la fonction f(p) = 7 


. ; 7 P 1 
Solution. Ecrivons f(p) sous la forme For EE 
Vu que 
FE chi, TT — sin, 


suivant le théorème de la convolution, on a 
t 


— | ch({t—+):sin t dt — 
0 


P 
pi—1 


— + [sh (—+T)sint+ch(f— +) cost] É=+ (chf — cost). 


955. Trouver l'image de y” (£) — y” (t) — y (t) si y (0) = y’ (0) = 
= 0 et y (p) + y (+). 

Solution. D'après le théorème de la différentiation de 
l'original, on a: 


y (t) < py (p) — y (0) = p-y (p), 


y" (#) <- p?ey (p\ — p-y (0) — y' (0) = p°-y (p). 
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D'où l’on trouve 


y) — y () — y &) < (p° — p — 1)-y ) 
(à la somme des fonctions en qualité d'image on met en correspon- 
dance la somme de leurs images). 
956. Trouver l’image de 
t 


'AOETTICEATICE: 
0 


si y (0) = 1 et y (p) y (é). 
Solution. Suivant les théorèmes de la différentiation et de 
l'intégration de l'original, on a 


y'(#) <= pey(p)—y(0)=p-y(p)—1, 
{y ax <— 12, 
D'où l'on trouve 
y’ 04104 | y (T) dr € py (p)—1+ÿ(p) +28 = 
= EHRÈE y (D) —1. 


957. Trouver la convolution des fonctions f et cos { de même que 
son image. 


Réponse. 1—coste +. P — É 


958. En utilisant le théorème de la convolution, trouver l'ori- 
ginal de 


NE 
AT En 
t 
Réponse. f (t) = | cos ({ — 7) costdr=+ {sint-+#-cos t}. 
0 
959. Trouver l'image de l'expression F (ft) — y (£) — 2y' (t}), 


si y (0) = 0, y (£) <- y (p). 
Réponse. (1 — 2p)-y (p). 
960. Trouver l'image de l'expression 


FE (Et) = y" (t) — y” (6) + 2y° (t) — 2y (b), 


si y (0) = 0, y’ (0) = 1, y” (0) = 2, y (é) <- y (p). 
Réponse. (p° — p? + 2p — 2).y (p) — p — 1. 
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961. Trouver l’image de l’expression 
t 


HOEPACETTCE 
0 
si y (0) — 0, y (é) < y (p). 


Réponse. LT. (p2 —1). 


$ 4. Application du calcul opérationnel à la résolution 
de certaines équations différentielles et intégrales 


Si l’on donne une équation différentielle linéaire d'ordre nr à coefficients 


constants 
y(n) + a ytn-h) + 6. + any — Î (e), 


dont le deuxième membre ({) est un original, la solution de cette équation satis- 
faisant aux conditions initiales arbitraires du type y (0) = yo, y’ (0) = y, - .. 
..., y (0) = yn-h (c'est-à-dire la solution du problème de Cauchy arbi- 
traire posé pour cette équation à conditions initiales pour t — 0) sera également 


un original. En Rent l’image de cette solution pa y (p), on trouve l’image 
du premier membre de l'équation différentielle initiale et, en égalant cette ima- 
ge à l’image de la fonction f (t), on aboutit à l’ainsi appelée équation opération- 
nelle qui sera toujours une équation algébrique linéaire par rapport à y (p). 

En partant de cette équation, on trouve d'abord y(p) et ensuite y (t) 
en qualité d'original de y (t). 

Le même procédé de passage à l'équation opérationnelle permet de trouver 
sans difficulté la solution des équations intégrales du type 


t 
a) | K(t—)y (x) dr =f(#), 
0 


t 


D = + KG—D ya, 
0 
où les fonctions X (+) et j (t) sont des originaux, car l'intégrale qu'y figure est 
une convolution des fonctions y (t) et Æ (t). 

Ces équations intégrales représentent un cas particulier des équations inté- 
grales de Volterra de première et de deuxième espèces dont la forme générale sera 
obtenue en substituant à la fonction X (t— +), que l’on appelle noyau de l’équa- 
tion intégrale, une certaine fonction de deux variables X (+, tv). 


962. Résoudre l'équation différentielle y” — 2y" — 3y = e* si 
y (0) = 0, y (0) = 0. 
Solution. On passe aux images: 
, _ — 4 
p’y—p:y(0)—y"(0)—2(py—y(0))—8y=—, 
ou 


- 1 
2, — — = — —— ——_————— © 
Poy—2Py =, = DS 
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Décomposons cette fraction rationnelle en éléments simples : 


4 _ À _B._ _C_ 
F0 Gp Tps pi 
1=A4(p+1)+B(p—3)(p+1)+C(p—3}. 
En posant p=—1, on obtient 1 = 160, c'est-à-dire C — Lu : 


En posant p = 3, on obtient 1 = 44, c’est-à-dire À = 


+ 


La confrontation des coefficients de p° donne: 


1 


Par conséquent, 


— 1 
TT; (p—3} — E= RÉ UTESN 
et 
1 1 
=+ 3t _ 3t 1 7 pt 
y ane das 


963. Résoudre l'équation y" + y’ — 2y = et si y (0) = 0, 
y" (0) = 1. 
Solution. On passe aux images: 
= ; . — | 
Cp?y— p:y (0)—y" (0) + [p-y—y (0]—2y =. 
À la suite des transformations élémentaires, on obtient 
_ p+2 1 


CE IC EN EDEN EL 
d'où y = shié. 
t 
964. Résoudre l'équation intégrale y — E dt + 1. 
0 
Solution. On établit l'équation opérationnelle : 


RU dr 
ne DE y(p—1)=1, y TE D 


Donc, y = e!. 
965. Résoudre l’équation intégrale 


{ 
| y (t) sin ({— +) dr = 1 — cost. 
0 


Solution. Le premier membre de l'équation donnée repré- 
sente la convolution des fonctions y (ét) et sin t. En passant aux ima- 
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ges, on obtient 


Par conséquent, y (p) = Let y (t) = 1. 
966. Résoudre l'équation intégrale 
t 


| y(r)-et-Tdr=y(t) —ef. 
0 


Solution. Le premier membre de l'équation donnée est la 
convolution des fonctions y (ft) et e‘. On passe aux images: 


POV) VE) UE) — 


Donc, 
— 1 


967. Résoudre le système d'équations 


dz 
TG — x + 25 
dy 
dt ps 2x + y + 1; 
si zx (0) = 0, y (0) = 5. 
Solution. En passant aux images, on obtient 
pez(p)=z(p)+2y (p), 
_ — — 1 
p-y(p)}—5=2z(p) +4 (p)+—-. 
En résolvant ce dernier système par rapport à rety,ona 


te 10p+2 ny _ _5P?—4p—i 
PE Gioe-s, 05653 


Pour déterminer x, utilisons le second théorème de développement 
et la formule (C*): 


u (p) = 10p + 2, v (p) == p° — 2p? — 3p, v' (p) = 3p? — 4p —3, 
pi=0, pe=—1, ps=3; 


u(ps) _ u(0) _ _2 up) _u(—1) _ _o 
D (pi) 0) 3 v(p} v(—D 
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Ainsi x — — 52e t+ eût. D'une façon analogue, on trouve 


1 _t 8 
= + 2e re 
Résoudre les équations différentielles suivantes : 
968. y’ — 2y = 0; y (0) = 1. 
Réponse. y = e?! 
969. y + y = et; y (0) = 0. 
Réponse. y = sh t. 
970. y” — 9y — 0; y (0) — y’ (0) = 0. 
Réponse. y = 0. 
971. y" + y’ Fe y (0) = —1, y’ (0) = 0. 
2 ,-0t, 


Réponse. y tef — 7e! — 7€ 


Le y" — 6y" + 11y° — 6y — 0; y (0) = 0, y” (0) = 1, y” (0) = 


Réponse. y — — Let + 4ett ent. 
Résoudre as . d'équations ci-dessous: 
973. 7e = 2Y; = 2x; x (0) —2, y(0)==3. 
Réponse. x — FRS yet et 
974. À = 3r+ 4y, À 4x 3y; x (0) =: y (0) = 1. 


1 3 æ 2 æ 
; _— 5t - bt = 51 —-0t 
Réponse. r=—e res y— re +re 


Résoudre les équations intégrales ci-après : 
975. y(t)-(É—7T}° dr + {5 
Réponse. y(t) = 1. 
976. y (t)-cos ({ —T) dr — 1 — cost. 
Repos. y(t) =t. 


$ 5. Formule générale d’inversion 


Soit f (t) une jonction Een aux conditions suivantes: 

1) f(t =0 pour t <0 

2) | f(4)1 < Me‘ot pour : > 0, où M > 0, s étant des constantes réelles; 

3) sur tout segment fini [a, b] (O < a < b) la fonction vérifie les conditions 
de Dirichlet. 


23—079 
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Ces conditions étant respectées, la fonction f (p)' définie par l'égalité f (p) — 
O0 


= | e-Pt.f (t) dt sera analytique dans le demi-plan Re p > s > 5. 


0 
Donnons la formule d'inversion 
o+io 


1 
t)—=—— « ]jim ° ept: 
1e im + | ert-7(p) dr, 
0-10 
ou 
O+ioo 
| è _ 

fO=-— ePt.f(p) dp, 

C—-10 


qui pers: de trouver l'original f (t) en partant de l'image f (p), © étant un 
nombre arbitraire qui vérifie l'inégalité © > s. 


Si| f(p)}| < CR-#, De Re, —=n <B<x, R > Ro Ro Cetk>0 
étant des constantes, l'intégrale 


O+ico 
ept.f (p) dp 


C—-1ico 


qui figure dans la formule d'inversion peut être remplacée par l’intégrale 


| ePt.f (p)dp, 
, 


où y est une circonférence centrée sur l'origine des coordonnées et contenant à 


son intérieur tous les pôles de la fonction F (p) = ert.f (p). 
Par conséquent. 


f(t)— _. | epi.f (p)dp. 
V 


En appliquant le théorème fondamental des résidus, on obtient 
1 
FO) = ani (ra trat eee +rm), 
OÙ Ts las + +» Fm SOnt les résidus de la fonction F (p) par rapport aux pôles. 
m 
Ainsi, f(t)= D rj. En particulier, la dernière formule est vraie si f(p) est 
h 
une fonction rationnelle propre. 
Pn e LA * e = 
977. Trouver;l'original d’après l’image FD = 
e # e s L 
Solution. On trouve le résidu de la fonction FD) = 55 : 
1 ,.  d 1 dè 
r=-lim-—{[(p—1}ÿ.F = -— lim (et) — 
7 lim ge [(@—1Y$-F(p}=; nn as (7) 
1 t 


| t2 
= lim é2ept — et, 
ne 21 
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t2.et 


Donc f(t)=—<-. 
978. Trouver l'original d’après l’image 


ra P 
1P)=G5056+2 675610: 
Solution. On a 
PTDGTD0+3wT 4) 


Ta —= lim (p + 1)-F (p) = —+et, 
pi 
To = lim (p+2)-F(p)=e"t, 
p+- 
rs= lim (p+3)-F(p}= 5e", 
p+- 


: 2 
r'à men +4)-F(p)= et. 


Par conséquent, f(t) = — _ et er2t _ est + _ e-ft, 
979. Trouver l'original d'après l’image | 
F(P)=— 5x2. 


Réponse. 2e! — 4t — 3. 
980. Trouver l'original d’après l’image 


7 1 
PO GG 
; RE 
Réponse. EL Te +Te. 
981. Trouver l'original d'après l’image 


PET ET 
t3 
2 


2 1 À = 2 …. 
Réponse. — (2 — 6t+ 3) e—-e ‘+ +sin (++). 
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CHAPITRE IX 


MÉTHODES DE CALCUL 


$ 4. Solution approchée des équations 


Pour trouver les valeurs approchées des racines réelles d’une certaine équa- 
tion f (x) = 0, il faut tout d'abord séparer la racine qui nousintéresse, c'est-à- 
dire déterminer le segment qui ne contient pas d’autres racines de l'équation 
donnée. On suppose que la fonction f (x) de même queses dérivées f’ (x) et f” (x) 
sont continues sur le segment [a, b], que les valeurs f (a) et f (b) prises par la 
fonction aux extrémités du segment considéré sont de signes opposés, c'est-à- 
dire f (a)-f (b) < 0 et que les deux dérivées f’ (x) et f” (x) conservent le signe sur 
tout le segment [a, b] 

Etant donné que les racines réelles de l'équation f (x) — 0 sont représen- 
tées par les abscisses des points d'intersection de la courbe y — f (x) avec l’axe 
Oz, la séparation d’une racine peut se faire en construisant le graphique corres- 
pondant. A la place de l'équation y = f (x) on peut prendre l'équation y = 
— k.f (x), où k est une grandeur constante-différente de zéro, car les équations 
f (x) = 0 et kf (x) — 0 sont équivalentes. 

La grandeur constante peut être choisie de façon que les ordonnées des points 
constituant notre graphique ne soient ni trop grandes ni trop petites. Parfois, il 
est utile de mettre l'équation f (r) — O0 sous la forme œ (x) = 1 (x). Dans ce 
cas, les racines réelles de l'équation initiale seront données par les abscisses des 
points d'intersection des courbes représentatives des fonctions y — @ (x) et y — 
= ÿ (2. 

1. Règle des parties proportionnelles (mnéthode des cordes). On demande de 
calculer la racine réelle d’une équation f (x) — 0 séparée sur le segment [a, b]. 
Examinons la courbe représentative de la fonction y = f (x). Soient f (a) < 0 
et f (b) > 0. Relions par une corde les points À [a; f (a)] et B [b; f (b)] de la 
courbe. Prenons en tant que valeur approchée de la racine cherchée l’abscisse zx; 
du point d’intersection de la corde AB avec l'axe Oz. Cette valeur approchée 
est trouvée par la formule 


7 a b—a)f(a) 
. f(b)—f(a) ? 


où x, appartient à l'intervalle (a, b). Soit, par exemple, f (r;,) << 0. Alors on 
peut prendre comme nouveau segment (plus étroit) de séparation de la racine le 
segment [zx,;, b]. En joignant les points À, [x,; f (z,)] et B [b; f (b)], on obtient 
au point d'intersection de la corde avec l’axe Or la deuxième approximation zx, 
qui est calculée d’après la formule 

(b—zx;)-f(x1) 


_ 1@)—f(x1) 

et ainsi de suite. La suite de nombres a, x,, z,, . . . tend vers la racine cherchée 
de l'équation f (x) = 0. Le calcul des valeurs approchées des racines est continué 
jusqu’à ce que les décimales que l'on désire conserver dans la réponse cessent de 
varier (c'est-à-dire jusqu'à l'obtention du degré d précision voulu). 
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Si x est la racine exacte de l'équation f (x) = 0 séparée sur le segment [a, b], 
tandis que E est la valeur approchée de cette racine trouvée par la méthode des 
cordes, alors l’évaluation de l'erreur de cette approximation peut se faire à 
l’aide de l'inégalité suivante 


f" (x) 
[f" GI 


2. Méthodes des tangentes (méthode de Newton). Admettons que la racine 
réelle d’une équation f (x) = 0 soit séparée sur le segment [a, b]. Supposons que 
toutes les restrictions formulées ci-avant et concernant la fonction f (x) restent 
en vigueur. Prenons sur le segment [a, b] un nombre x, tel que f (x,) soit de mé- 
me signe que f” (x), c'est-à-dire f (xo)-f” (xzo) > 0 (en particulier, on peut si- 
tuer r, à l'extrémité du segment [a, b] où cette condition est respectée). Me- 
nons au point M, [x ; f (xo)] la tangente à la courbe y = f (x). Prenons comme 
valeur approchée de la racine l’abscisse du point d intersection de cette tan- 

de l'axe Ox. Cette valeur approchée de la racine sera trouvée par la 
ormule 


|r—E| <— max 
a<x<b 


f (a)-f (b) 
2 


E f (xo) 
MONT 
En appliquant ce procédé encore une fois au point M,[x,; f (x)], on trouvera 
_…. ___ {(æ) 
FATF G) 


et ainsi de suite. La limite de la suite x,, x, x2, . . . obtenue de cette façon 
donne la racine cherchée. 
L'inégalité ci-dessous permet d'évaluer l’erreur de la valeur approchée de la 
racine trouvée par la méthode de Newton 
=: [f (E)}? f" (x) 
z— _—>— ax | ——— |. 
se ne | Drop 
3. Application combinée de la méthode des cordes et de celle des tangentes. 
On demande de trouver la racine réelle d'une équation f (x) — 0 séparée sur le 
segment [a, b]. On suppose que f (a) et f (b) sont de signes opposés et chacune des 
dérivées conserve son signe sur le segment de séparation. Prenons sur le seg- 
ment [a, b] un point zx, tel que f (x) et f” (xs) (x appartenant au segment de sépa- 
ration) soient de même signe. 
Utilisons les formules des méthodes des cordes et des tangentes: 


f (xo) 
PC 
ee PQ 


7 f(@)—f(a) : 


Les grandeurs z,, et z,, appartiennent au segment de séparation, f (z11) et f (x12) 
étant de signes opposes. 
Construisons un nouveau couple d'approximations de la racine : 


és L En j 
pis, din) Pan) 


f (ti) — f (z11) 
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Sur l’axe numérique, les points z,, et z2, se trouvent entre les points z;, et z3., 
f (zs1) et f (zae) étant de signes opposés. 
Calculons maintenant les valeurs 


= f (zo1) 
T31 — Toi — f 1) ? 
pee eau) Jen) 


ee ; f (za) —f (za) ” 
et ainsi de suite. 


Chacune des suites 

Z115 Lol: Lai» ._….., Znis e + 
et 

Tor Loos Laos + + +1 Tnos + - 
tend vers la racine cherchée, l’une d'elles étant monotonement croissante, l’au- 
tre monotonement décroissante. Supposons que zny < Z < Zns, alors 0 < x — 
— Zn1 < Tne — Ens En donnant à l'avance une grandeur suftisamment petite 
e, on peut, en augmentant n, obtenir la vérification de l'inégalité zy2 — zn1 < 
< &, ce qui signifie que pour la même valeur de n, l'inégalité 


T— In < € 


sera satisfaite. Ainsi, x, est la valeur approchée de la racine x calculée de façon 
que l'erreur ne dépasse pas &. 

Ainsi, par exemple, pour trouver la valeur approchée de z à 0,001 près, il 
faut déterminer n de façon que les valeurs de x,. et de x,, calculées à 0,001 près 
coïincident. 

4. Méthode d'’itération. Si l'équation donnée est mise sous la forme x — 
= (x), où | (x) | < r << 1 partout sur le segment [a, b], sur lequel l’équa- 
tion initiale n'a qu'une seule racine, alors, en partant d'une valeur initiale x, 
appartenant au segment [a, b], on peut construire la suite ci-dessous : 


T1 — 9 (Zo); To — D (z1); rs Tn = 9 (Zn-1): 
La limite de la suite x,, 2, . . ., x, représente la racine unique de l'équation 


f (x) = 0 sur le segment [a, b]. L'erreur de la valeur approchée x, de la racine z 
trouvée par la méthode d'itération est évaluée à l’aide de l'inégalité 


_ r 
[rt < 


| Zn —Zn-1 |. 

Pour trouver la valeur approchée de la racine de façon que l'erreur commise ne 
dépasse pas e, il suffit de déterminer nr de manière que l'inégalité 

r — 1 


r 


|Tn—2zn1 | < € 


soit vérifiée. 

5. Méthode des essais. Le segment de séparation de la racine réelle peut 
toujours être diminué en le divisant, par exemple, en deux parties égales et en 
déterminant la partie du segment initial aux extrémités de laquelle la fonction 
f (x) change de signe. Le nouveau segment ainsi obtenu et à nouveau divisé en 


deux parties et ce processus est continué jusqu'à ce que les décimales que l’on 
désire conserver dans la réponse cessent de varier. 


982. A l’aide de la méthode des cordes, trouver la racine positive 
de l’équation 2° — 2x — 4 — O0 à 0,01 près. 

Solution. La racine positive va se trouver dans l'intervalle 
(1; 1,7), car f (1) = —5 << 0, alors que f (1,7) = 0,952 >> 0. 
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Trouvons la première valeur approchée de la racine d’après la 
formule 


rue __4,7—1):f (4) SZ x 
ne ee 
étant donné que f (1,588) — —0,817 < 0, on applique encore une 


fois la méthode des cordes sur l'intervalle (1,588 ; 1,7) : 
: (1,7—1,588)-f (1,588) _ 4» non. 
Lo — LS SE —= 1,639 e 

f (1,639) — — 0,051 < 0. 

On trouve la troisième approximation : 

: (4,7—1,639)-j (1,639) 
Lg = 1,699 — LED == 4,642 : 
f (1,642) = —0,016 < 0. 
On trouve la quatrième approximation : 
. (1,7—1,642)-j (1,642) ; 
Li = DES — And 1,643 : 
f (4,643) —0,004 >> 0. 

Par conséquent, la racine cherchée calculée à 0,01 près est égale 
à 1,64. 

983. Résoudre l'exemple précédent en appliquant la méthode 
des tangentes. 

Solution. Ici, f(x) —zt— 2x — 4, f' (x) = 4x$ — 2, 
f" (x) — 12°. Vu que f (x) et f” (x), pour x, — 1,7, ont le même 
signe, à savoir f (1,7) = 0,952 >> 0 et f” (1,7) > 0, on utilisera la 
formule 


_ Î (xo) 
HAT (xo) ? 
où f'(1,7)=4-1,73—2— 17,652. Alors 
0,952 
ra 1,7 = 1,646. 


Appliquons encore une fois la méthode des tangentes : 
f (x1) 
f(x) ? 
où f(x1) —f(1,646) —0,048, f’ (1,646) — 15,838 ; 
29 = 1,646 — 00 — 1,643 : 
f (1,643) = 0,004, f (1,643) — 15,740 ; 


0,004 
La — 1,645 — 7 = 1,6427. 
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Par conséquent, la racine cherchée calculée à 0,01 près est égale 
a 1,64. 

984. En combinant la méthode des cordes et celle des tangentes, 
trouver à 0,001 près la valeur approchée de la racine de l’équation 
x$ + x? — 11 — O0 séparée sur l'intervalle (1, 2). 

Solution. On a f(x) — 2 + x? — 11, f' (x) — 3x? + 2x, 
f" (x) = 6x + 2. Dans l'intervalle donné, f” (x) > 0. C’est pourquoi, 
en appliquant la méthode des tangentes, on prend comme première 
approximation z, = 2, car f (2) = 1 > 0; 


ru ro TE 2 © —1,9375 & 1,94; 


fo) 
_ (b—a)f(a) _à _ (2—1)(—9) _4 , 9 
PR pee) 1 © 76 = 9 


La racine cherchée se situe dans l'intervalle (1,9 ; 1,94): 
f(1,9)= —0,531; f(1,94) 0,065; f’ (1,94) — 15,172 ; 
0,065 


Toi — 1,94 — == 1,936 ; 
: 0,04-(—0,531) 
En 10 — Goross = 1986. 


Etant donné que les valeurs de x., et de x,, calculées à 0,001 près 


coïncident, la valeur approchée de la-racine zx calculée à 0,001 près 
est égale à 1,936. 
985. En utilisant la méthode d'itération, trouver à 0,001 près 
la valeur approchée de la racine de l'équation 2 — Ig x — x = O0. 
Solution. Trouvons le segment de séparation de la racine 
réelle de notre équation. Mettons celle-ci sous la forme Îg x — 
— —zx + 2 et construisons les courbes représentatives des fonctions 


| 
2 
Î 
| M 
0 2 LT 
Fig. 60 Fig. 61 
y = lg x et y — —zx + 2. L'abscisse du point M d'intersection de 


ces courbes se situe sur le segment compris entre 1 et 2. Pour cette 
raison, en tant que valeur de départ de x on peut prendre x, = 1 


(fig. 60). 
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Ecrivons l’équation donnée comme suit: z—=2—TIgz. Ici, 


, l 
p{r)=2—Ilgz, pr =-#, . 


| p" (x) | << 1 sur le segment 1 < x L 2, ce qui nous permet d’uti- 
liser la méthode d'’itération. Trouvons maintenant la première 
valeur approchée : 


z=2—l07r;=2—Ilg1— 2, 
Trouvons la deuxième valeur approchée et les approximations suc- 
cessives : 


2 — gr — 2 — Ig 2 — 2 — 0,3010 — 1,6990; 
2 — 1g 1,6990 — 2 — 0,2302 — 1,7698; 

2 — lg 1,7698 — 2 — 0,2480 — 1,7520: 
D — 
_— 


SSSR 


lg 1,7520 = 2 — 0,2435 — 1,7565 : 
le 1,7565 — 2 — 0,2445 — 1,7555: 
m0 1p17555 — 2 — 0444 — 17556. 


Ainsi, la racine cherchée est x = 1,755. 

986. A l’aide de la méthode des essais, résoudre l’équation xz° + 
+ 2x — 7 = 0 à 0,01 près. 

Solution. L’intervalle de séparation des racines exactes 
peut être trouvé en construisant les courbes représentatives des 
fonctions y = 2% el y — —2x + 7 (fig. 61). Le seul point d’inter- 
section de ces courbes se trouve dans l'intervalle À x << 2. Par 
conséquent, la racine cherchée se situe dans l'intervalle (1, 2), ce 
qui signifie que l’on peut prendre a = 1, b — 2. La valeur de la 
fonction f(x) pour x —1:f(1)——4<0; pour x — 2:f(2) — 
— 9 > 0. Décomposons l'intervalle (1, 2) en deux parties égales: 
a+b 142 

HI LEE 245 

et calculons f (c;) = f (1,5) — .. << 0. Donc, la racine cher- 
chée se trouve dans l'intervalle (1,5; 2). 

On prend 


Ci — 


= 1,7; f (ce) = f (1,7) = 1,313 > 0. 


On voit que la racine cherchée se trouve dans l'intervalle (1,5; 1,7). 
On prend 
Cas = 1,6; f (cs) = f (1,6) — 0,296 >> 0. 


De cette façon, on est parvenu à rendre l'intervalle de séparation 
plus étroit en le ramenant à (1,5; 1,6). En continuant ce processus, 
on pose ©, = 1,99; f(c;) = f (1,55) = —0,176 < 0. L'intervalle 
de séparation de la racine cherchée devient (1,55; 1,6). 
Soit 
Cs — 1,97; f(c;s) — f (1,57) = 0,010 > 0 
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et la racine cherchée doit se trouver dans l'intervalle (1,55; 1,57); 
h Ce = 1,96; (cs) = f (1,56) — —0,084 < 0, 
l'intervalle de séparation de la racine est (1,56; 1,57); 

C7 = 1,965; f (c7) = f (1,565) — —0,037 < 0, 
l'intervalle de séparation est (1,565; 1,57); 

Cg — 1,968; f (cs) — f (1,568) — —0,009 < 0. 


On arrive ainsi à l'intervalle (1,568; 1,57). On voit que la racine 
cherchée calculée à 0,01 près est x — 1,57. 

987. A l’aide des constructions graphiques, déterminer les inter- 
valles de séparation des racines réelles de l’équation z° — 9x? + 
+ 148x — 1 = 0. 

Réponse. (0, 1), (2, 3), (6, 7). 

988. A l’aide des constructions graphiques, déterminer les inter- 
valles de séparation des racines réelles de l'équation 2° — 12x + 
+414 0: 

Réponse. (—4, —3), (0, 1), (3, 4). 

Résoudre à 0,01 près à l'aide de la méthode des cordes et des 
{angentes les équations suivantes : 

989. xt + 3x — 20 — OC. 

Réponse. 1,94. 

990. z° — 2x — 5 = 0. 

Réponse. 2,09. 

991. zi — 3x + 1 = 0. 

Réponse. 0,33; 1,30. 

992. 2° + 3x + 5 — 0. 

Réponse. —1,15. 

993. xt + 5x — 7 — 0 (utiliser la méthode combinée des cordes 
et des tangentes). 

Réponse. 1,11. 

Résoudre à 0,01 près à l’aide de la méthode d’itération les équa- 
tions suivantes : 

994. 2° — 12x — 5 — 0. 

Réponse. 0,42. 

995. 2° — 2x? — 4x — 7 = 0(. 

Réponse. 3,62. 

En appliquant la méthode des essais, par décomposition de l’in- 
tervalle de séparation de la racine, résoudre à 0,01 près les équations 
suivantes : 

996. x + e* = 0. 

Réponse. —0,56. 

997. x — x — 2 — 0. 

Réponse. 1,27. 

998. En appliquant deux fois de suite la méthode des cordes, 
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trouver la valeur approchée de la racine réelle de l’équation 2° — 
— 10x + 5 —=0 séparée sur le segment [0; 0,6]. Calculer les valeurs 
approchées x, et x, à deux décimales près. Evaluer l'erreur de la 
valeur approchée z.. 

Solution. On trouve 


f(xz)—=2x—10x+5, f(x) —3r2—10, f(x) —6x; 
f(0)—5; f(0,6)—0,216—6 +5 — —0,784; 


0,65 3 
T4 = 0— 0,784 —5 = 5-78 — 0,92; 


f (0,92) = 0,141 —5,2 +5 = —0,059 < 0. 
Le nouvel intervalle de séparation est (0; 0,52). On trouve la deu- 
xième approximation : 


0,52.5 2.6 
Ta = 0 — 0,059 —5 5,059 = 0,51. 


Evaluons l’erreur de cette PE e d’après la formule 


_ + _f" (2) 
|[T—2 | — L f (a) f (b) max | TR [f’ (z)]3 , 
en posant a — 0, b — 0,52. On a 
5-0 LS 
0<x<0,52 


[z—n| <= — 


6x | 
(3z2—10)3 |° 
Dans l'intervalle indiqué, 


nv = 
(3z2—10)3 | (10—3z2)3 : 


La valeur maximum de cette fonction est atteinte pour x = 0,52. 
De cette façon, 


3,12 


[rm <0,147 ns - 


Ainsi, l’on obtient l'évaluation de l'erreur commise lors du cal- 


cul de la valeur approchée de la racine: | zx — 0,51 |  0,0006. 
Il s'ensuit que la valeur approchée de la racine z, = 0,51 contient 
deux décimales exactes. 

999. En appliquant deux fois de suite la méthode des tangentes, 
trouver la valeur approchée de la racine réelle de l'équation x — 
— 8x + 1 = 0 séparée sur le segment [1,6; 2]. Calculer les valeurs 
approchées zx, et x, à deux décimales près. Evaluer l’erreur de l’ap- 
proximation Z%. 
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Solution. On trouve 
f(x) = — 8x +1, 
J (x) = 42° — 8, 
f(x) = 12x°; 
f (1,6) — —5,246, f (2) = 1; 


f(x) > 0, f (2) = 1 > 0 et pour cette raison, on prend x, = 2° 
On utilise la formule 


f (xo) 


Hi f" (zo) ? 


c'est-à-dire 
Î 
Li — 2 ZX —= 1,96. 
Déterminons la deuxième approximation: 


Lo = Li — Fe , f(x) = 1,96%— 81,96 + 1 —0,09, 


f" (xs) = 41,96 — 8 22,12 ; 


da = 1,96 — 0 == 1,956 % 1,96. 
Evaluons l’erreur de l’approximation trouvée de la racine: 
Ge) - (x) 
Bac max [of 
Dans l'intervalle (1,6; 2) 
f(x) | 1272 _ 3x? 
[F(2)8 | | (478—8)8 [7 16(23—2)8 ” 


A l’intérieur du segment [1,6; 2] la fonction ——— n'a pas 
(x$ — 2)$ 
d’extrémums. La valeur maximale de la fonction est atteinte pour 
z = 1,6: 
0, — 3,16° 


EU "T6 U,6 2) 


c’est-à-dire |zxz — 1,96 DA ce qui signifie que l’approxi- 
mation de la racine 1,96 a tous ses chiffres exacts. 

1000. En appliquant cinq fois de suite la méthode d'itération, 
trouver à trois décimales près la valeur approchée de la racine de 
l'équation 2x — cos x — O séparée sur le segment [0; 0,5]. 


Solution. De l'équation donnée on tire x — , donc 


cos x 
2 


p= Se, pn=- SE, Sur le segment [0; 0,5] [g'(x)|< 


<<0,5:=r<1. Posons NT Ti = 0 , =" et ainsi de 
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suite. Effectuons les calculs : 
cos 0,5 cos 28°41’ 


qi = ST 2 0,4386, 
= cos Eee __ cos — — 0,4527, 
re cos ET __ cos 5e = 0,4496, 
ge = ET —0,4503, 

7, = SE L 0,4502. 


Evaluons l'erreur d'après la formule 


ras < 25 x |. 
On obtient 
|z — 0,4502 | < | 0,4502 — 0,4503 |, 
c'est-à-dire 
| z — 0,4502 | < 0,0001, 


ou 0,4501 x << 0,4503. Il s'ensuit que la valeur approchée de la 
racine calculée à trois décimales près est égale à 0,450. 


6. Généralisation de la méthode de Newton pour la solution approchée 
des équations. 

a) Méthode de Tchébychef. On demande de trouver la racine réelle d’une équa- 
tion f (x) = 0 séparée dans l'intervalle (a, b). On suppose que la fonction f (x) 
avec ses dérivées jusqu'à celle d'ordre n inclusivement soient continues et que 
f" (x) 0 dans l'intervalle (a, b). Considérons la courbe r = E + A,y + 
+ Aoÿ° + ... + A,y". Donnons aux paramètres E, 4A,, 4, . .., 4, des va- 

7t 


leurs telles que les courbes y=—f (x) et x — E + © Azyh aient un point de 


k=1 
tangence d'ordre n au Foie d’abscisse x, se trouvant dans l'intervalle (a, b). 
On se rappellera (cf. volume I, chapitre VI, $ 4) que deux courbes y = f (x) et 
y = p (x) ont un point de tangence d'ordre n en un point d’abscisse x, si 
f (to) = @ (ro): f” (ro) — P” (to); 
f" (zo) = P” (to), + + 5 10 (to) = PM) (x). 

Au point de vue géométrique, un point de tangence d'ordre n représente la posi- 
tion limite de nr + 1 points d'intersection des courbes y = f (x) et y — ® (x) 
lorsque ces points d'’intersection tendent vers le point d’abscisse x,. Dans le cas 
examiné, la courbe y = œ (x) est définie d'une façon implicite par l'équation 


z = E+ © Av. 


k=1i : 
Lorsqu'on choisit de telle façon les paramètres £, A1, A+, . .., An, On peut 
prendre en tant que valeur approchée de la racine cherchée l’abscisse du point 


ñn 

d'intersection de la courbe x = E+ 9) A;y* avec l'axe Oz, c'est-à-dire le 
k=1 

nombre E. 
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Si n = 1, alors E = x, — — 20 (méthode de Newton). 


Ne. ” f (xo) [f (xo)]?-f” (xo) | 
a ET NE | S © 


Si nr —3, alors 


f(zo __[f(xo)2-f" (xo) _ [f(x 3{7” (zo)]2— f’ (xo):f” (xo) | 


00)  2lf@if — 31 - F LR ® 
Si r—4, alors 
ea Ed LOF (ao) I (God, 3LJ" (20) —f" (20) +1" (0) _ 
0 f(z) 211 Go) 3! [f' (xo) 5 
__ Tf(&o)l4 SL LE Go)2-FŸ (0) —10f" (co) f” (co) ” (zo) +15 [f” Go) (3) 
{f’ (zo)]° 


Ci-dessous on évalue l'erreur des valeurs des racines trouvées par les 
formules (1) et (2). 
Pour la formule (1), lorsque nr = 2: 
- [f (zo)1° 3 [f" (z)2—f" (x) f” (2) 
ue rer |: 


a<x< b 


Pour la formule (2), lorsque n — 3: 


_ LÉ Golé (f (12 PV Ce) —10f" (2) fe) f" (6) 415 1° GP 
Fear ee u Far | 


1001. Trouver la valeur approchée de V3 à 0,0000001 près. 
Solution. En appliquant à l'équation z° — 3 = 0 la for- 
mule de Tchébychef pour #7 = 4 et en posant x, = 1,7, on a 


f(D = — 3, f (4,7) = —0,11, 
F (2) = 27, f' (1,7) = 3,4, 
f” (x) = 2, 1 (1,7) = 2, 
f” (x) =0, jf" (1,7) = 0, 
fY (a) = 0, fV (4,7) = 0, 


0,41  0,112.2 0,113 12 0,144 120 
S—1,7+ 3,4 ME TE VON 31 3,45 41 3,47 
0,11 0,412 , 2-0,114  5.0,114 


PS aa ag ga 0 
— 1,7+0,0323529 — 0,0003078 + 0,0000058 — 0,0000001 — 
= 1,7320508. 


Etant donné que f (1,7320508) 0, alors que f (1,7320509) => 0, 
tous les chiffres de la valeur approchée £ — 1,7320508 sont exacts. 

1002. Trouver la valeur approchée de la racine réelle de l’équa- 
tion 2x° + 2x — 7 — 0 à 0,000001 près. 
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Solution. Ona f(x) = 2% + 2x — 7, f(x) = 6 +2 
> 0; f(x) est une fonction croissante; 


f (1,3) = 4,394 + 2,6 — 7 = —0,006 < 0, 
f (1,4) = 5,488 + 2,8 — 7 — 1,288 => 0. 


Par conséquent, l'intervalle (1,3; 1,4) contient la seule racine 
réelle de l'équation 22° + 2x — 7 — (0. 

On pose zo = 1,3. À l’aide de la formule de Tchébychef, pour 
n — 2, on trouve: 


f(x) = 22 + 2x — 7, f (4,3) = —0,006, 
f" (x) = 62 + 2, f” (4,3) = 12,14, 
f" (x) = 12z, f" (1,3) = 15,6; 


0,006 0,000036 15,6 
E=1,8+ 12,14 2 "1789,1883 


— 1,3 + 0,0004942 —0,0000002 ; £ — 1,300494 ; 


f (1,300494) = 4,399009 + 2,600988 — 7 = —0,000003 < 0, 
f (4,300495) — 4,399021 + 2,600990 — 7 — +0,000011 => 0. 


Il s'ensuit que tous les chiffres de la valeur approchée de la 
racine £ — 1,300494 sont exacts. 

1003. En utilisant la formule de Tchébychef, trouver la valeur 
approchée de #5 à 0,00001 près. On pose nr = 3. 

Réponse. & — 1,70997. 

1004. En posant dans la formule de Tchébychef nr — 2, calculer 
la valeur de la racine réelle de l'équation 3x5 + 6x — 16 = 0 
à 0,00001 près. 

Réponse. & — 1,23429. 


b) Pour trouver la valeur de la racine réelle de l’équation f (x) — 0 séparée 
dans l'intervalle (a, b), on considère la courbe 


T—Ën 


7 0 A1 — 20) + 42 20) +... An (2) 1 


qui possède au point d’abscisse x, un point de tangence d'ordre nr avec la cour- 
be y = f (x). Prenons en tant que valeur approchée de la racine l’abscisse du 
point d'’intersection de cette courbe avec l’axe Oz, c'est-à-dire £.. 

La condition de tangence nous permet de trouver cette valeur approchée: 


(1b) 


D 
= 29 —bp- 2 2b 
En = Zo — bo D, (2b) 
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où 
bi bg O0 O0 0 0 
bo b; bo (à) 0 0 
D _ ba bo b4 bo 0 0 
n— ? 


bn-1 bn-2 bn-3 bn-a ... bi 
bn bn-1 bn-2 bn-3 ... bo b: 


, = ED (k=1,2,...,n), bo=f (xo). 


Si n = 1, alors l'équation (1b) définit la ligne droite y — (28) et la 
0 


valeur approchée de la racine est trouvée par la formule de la méthode de 
Newton. 

De cette Façon la formule (2b) généralise la méthode de Newton, donnant la 
solution SR e des équations. 

Si n = alors 


bob: 


D (3b) 


Si n = 3, alors 
(b? — bobo) bo 
b! bp 0 
b> bi bo 
b3 bo b, 


Es = 20 — (&b) 


1005. Trouver la valeur approchée de Y 2 à 0,00001 près. 
Solution. Posons f(x) — x° — 2. Appliquons la formule 
(4b), en prenant x, — 1,4. Alors 


1(D' = =2, f (1,4) — —0,04, b, — —0,04, 
f (a) = 27, j" (1,4) = 2,8, b, — 2,8, 

jf" (x) = 2, j" (1,4) = 2, b, = 1, 
f" (x) = 0, jf" (1,4) = 0, b3 = 0; 


(7,84 + 0,04) -0,04 
2,8 —0,04 0 

1 2,8 —0,04 
0 1 2,8 


, 0,31521 
— 1,4+ DIT — = 4,4+0,01421 -- 1,41421, 


1,88-0,04 


SA LA STE 027 — 


c'est-à-dire 
E — 1,41421. 


Toutes les décimales de la valeur approchée de la racine sont 
exactes. 

1006. En posant n — 2, trouver la valeur approchée de la racine 
positive de l'équation x? + x? — 4 — O à 0,0001 près. 
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Solution. Prenons x, = 1,3. On a: 


f(x) = +4, f(1,3) — —0,113, b, — —0,113, 
f" (x) = 3x? + 2x, f” (1,3) = 7,67, b, =: 7,67, 


f" (x) = 6x + 2, f” (1,3) = 9,8, b, = 4,9; 
7,67-0,113 0,86671 
be 19 7ger 018.20 — dr À 58.8280--0,5887 — 
0,86671 : 
= 1,3 + 50.386 = 1,3 + 0,0146 — 1,3146. 


Toutes les décimales sont exactes. 

1007. En posant nr — 2, trouver la valeur approchée de la racine 
de l'équation x + In x — 3 à 0,001 près. 

Réponse. 2,214. 

1008. Trouver la valeur approchée de V4 5 à 0,00001 près à l’aide 
de la formule (4b). 

Réponse. 1,37973. 

1009. En utilisant la formule (3b), calculer à 0,0001 près la 
racine négative de l'équation 512$ — 5x — 47,071 = 0. 

Réponse. —1,4142. | 


$ 2. Interpolation 


1. Polynôme d'interpolation de Lagrange. On donne le tableau de valeurs 
ci-dessous 


On demande de former un polynôme y = f (x) de degré m < n — 1 de façon 
qu'il prenne les valeurs y; pour les valeurs correspondantes z;, c'est-à-dire y, — 
= f(rj)(i= 1,2, ..., n). Autrement dit, la courbe représentative de ce poly- 
nôme doit passer par nr points donnés M, (z;; yi). 

Désignons par ? (x) = (2 — 2) (z — 2) (x — za) ... (T—z,) un poly- 
nôme auxiliaire de degré nr contenant les valeurs tabulaires données x; de la va- 
riable indépendante. On obtient ainsi l'égalité 


+ 

1) (z— 21) (1 — 22) (1 — 23) +. (mi 2) 
QU 

Ft) (to — 24) (z2 — 2x3) ... (z2— 2h) LS 
F Yn°® (x) 


(Z— Zn) (Zn — 21) (Zn — 22) - -. (Zn —Zn-1) 
24—079 
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n 
1 yh°® (x) 
de EE 2 ane 


C'est le polynôme d'interpolation de Lagrange. 
1010. Former le polynôme de Lagrange vérifiant le tableau de 
Valeurs ci-dessous 


Solution. Le polynôme auxiliaire est de la forme œ (x) — 
= (zx —1)(x —2)(z — 3) (x — 4). Calculons successivement les 
valeurs que prend œ’ (x) pour les valeurs données de x: 


gx) = (x — 2) (x — 3) (x — 4) + (x — 1) (x — 3) (x — 4) + 
+ (a — 1) (x — 2) (x — 4) + (x — 1) (x — 2) (x — 3); 
p" (1) = —6, p(2) = 2, (3) — —2, (4) = 6. 
A 
on de ON SES 


+ (21) (22) (x— 4) + À (1) (62) (2— 3) =2+ 1. 


On voit que, dans ce cas, le polynôme d’interpolation est repré- 
senté par la fonction linéaire f (x) = x + f. 

1011. Trouver l’équation de la parabole qui passe par les points 
(2; 0), (4; 3), (6; 5), (8; 4), (10; 1). 

Solution. Le polynôme auxiliaire Sera @ (x) = (x — 2) x 
X (x — 4) (x — 6) (x — 8) (x — 10). Calculons: 


p' (x) = (x — 4) (x — 6) (x — 8) (x — 10) + (x — 2) (x — 6) X 
X (x — 8) (x — 10) + (x — 2) (x — 4) (x — 8) (x — 10) + 
+ (x — 2) (x — 4) (x — 6) (x — 10) +(x — 2) (x — 4) (x — 6) (x — 8); 
p" (2) = 384, p’ (4) = —96, y’ (6) — 64, 
p’ (8) = —96, p’ (10) = 384. 
Alors 
f (2) = 87 @— 4) (&— 6) (2 — 8) (x — 10) + 


+ (e—2) (2 —6) (x — 8) (2 — 10) + 


+5 @— 2) (2— 4) (&—8) (z—10)— 
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ET 2) (x—4)(x—6) (x—10) += (x — 2) (x—4) (x—6) (x—8)= 


mu 
— 5 (x“— 267° + 2207? — 664x + 640). 
Il s'ensuit que la courbe cherchée est la parabole d'ordre 4 


y (xt— 267 + 220x2— 6647 + 640). 


1012. On donne les points (0; 3), (2; 1), (3; 5), (4; 7). Former 
l'équation du polynôme qui prend les valeurs données pour les 
valeurs correspondantes de la variable indépendante. 

Réponse. y = — +(21° — 15z° + 257 — 9). 


1013. Former le polynôme qui prend les valeurs figurant au 
tableau ci-dessous 


Réponse. y = +(2 — 132? + 697 — 99). 


1014. Former L polynôme dont la courbe représentative passe 
par les points (2; 3), (4; 7), (5; 9), (10; 19). 
Réponse. y = 2x — À. 


2. Formule d’interpolation de Newton. Soient yo, y, y2, - les valeurs 
prises par une certaine fonction y = f (x) lorsque la variable indépendante prend 
es valeurs équidistantes z9, 1, ze, . . . (c'est-à-dire zp+1 — 21 = Ary = Cu s 
JIntroduisons les notations suivantes: Yi — Yo — ÀYos Ye — Yi = AY, : 


‘ Un — Yn-1 = Aÿn-1 Sont les différences de premier ordre de la re 
donnée : 
AY1 — Ayo = Ayo, Aya — Ayi = Ay, . .. sont les différences d'ordre 2: 


HET Anys = Antly,, Anys — Any, = An#y, sont les différences d'ordre: 
n 


En effectuant des substitutions successives, on obtient: 
yo y2—2y1 + yo, Ayo = y3— Bye + 3y1 — yo, ..., 
n 
Ayo = > (— 1) Choyn-n. 
k=0 
D'une façon analogue, on a 
Yi=Yo+ Yo, y2= yo-r 2Ayo+ Ayo, v3= yo + 3Ayo + 3A2yo + Ayo, -.., 


ÿn= D, ChAhyo= (1 +) -v0= vo-+ ro + ED 


k=0 


A2yo+ ... + Ayo. (*) 
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Ecrivons le tableau des différences: 


To Vo 
z1 y1i AY 
Ayo 
Zo Ya Ayi Sy 
Ayi Ayo 
Zz3 ÿy3 Ayo A$y; 
Ayo 
Th Ya Ays 


Si l’on admet que n figurant dans la formule (*) ne soit pas obligatoirement 
un entier positif, et qu'il puisse prendre n'importe quelle valeur n = t, on ob- 
tient alors la formule d'interpolation de Newton 


1) 


| RS t(t— t(t—1)(t—2 
ye = vou +2 Ayo + NE Ayo + : + + Afyo. 


La fonction de & obtenue prend la valeur y, pour t = 0, y, pour t = 1, y, 
pour { = 2, et ainsi de suite. Etant donné que la valeur suivante de la variable 


indépendante x, à pas k constant, est donnée par la formule x, = x, + nh, 


Tn 2? . : n ' T—T re 
alors n — — . Ainsi, en posant x = x, + th, c'est-à-dire { = 2, écri- 


vons la formule (*) comme suit 


T—ZT  (T—zo)(T—zo—h) ,, 
Yn = V0 —ÿ% 2 ÀYo + — 5557 Ayo+ | 


1015. En partant des données du tableau ci-dessous 


trouver la valeur de y pour z = 3,1 à l’aide de la formule d'’inter- 
polation de Newton. 
Solution. On forme le tableau des différences : 


2 
2 
2 
2 
2 
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Ici, Lo = 3; 


z = 3,1, 
h = 1. 
Alors ét = =" = — 0,1. Ecrivons le polynôme d'in- 


h 
terpolation de Newton D, au cas donné: 


— 
Y = Yo t-AVo+ ET Aty, 


ou 


0,1 (0,1—1) 
D 


y—=13+0,1-8 + — 13.71. 


Par conséquent, lorsque x — 3,1 et y — 13,71, le polynôme 
d’interpolation du tableau donné sera 


y=3+(r—1).4+ 022 2 = x?+r+fi. 


1016. Ci-dessous sont donnés les logarithmes décimaux d’une 
série de nombres: 


lg 2,0 — 0,30103, 1g 2,3 — 0,36173, 
lg 2,14 — 0,32222 1 93 — 0 38021 
lg 2,2 — 0,34249, 16 95 — 0 39704. 


| En utilisant la formule d'interpolation de Newton, trouver 
g 2,03 


Solution. On forme le tableau des différences : 


x | lg + | AN | A°?y | A3y | AÂy | Aëy 


2,0 0,30103 
0,32222 
0,34242 
0,36173 


0,38021 


0,39794 
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Ici, z—2,0, r—2,03, h=—01. Alors pt 20-20 03. 
D'où | 
— —1)(t—2 
y = Yo +t- Ag : Ay + ET Ayo + 
… ous C3) aiy, + #61) Ces ED (ES jy, — 


—0,30103 +0,3-0,02119 + +-0,3-0,7-0,00099 + 
+2.0,3.0,7-1,7-0,00010 + 3 -0,3-0,7:1,7-2,7-0,00004 + 


+20,3-0,7.1,7-2,7.3,7-0,00006 — 0,30750. 


On obtient ainsi lg 2,03 — 0,30750. Dans les tables des loga- 
rithmes à cinq décimales on trouve exactement la même valeur. 

1017. On donne les logarithmes à cinq décimales des nombres 
entiers de 4 à 10. Calculer à l’aide de la formule d'’interpolation de 
Newton les logarithmes à quatre décimales des nombres 6,5 à 7,0 
de 1/10 en 1/10. 2 

Réponse. 


1018. Trouver le carré du nombre 6,25 si l’on connaît les carrés 
des nombres 5, 6, 7, 

Réponse. 39,0625. 

1019. Former le polynôme d'’interpolation de Newton pour la 
fonction donnée par le tableau 


Réponse. f(x) = +a+zr+ti 
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$ 3. Calcul approché des intégrales définies 


Soient f (x) une fonction continue et différentiable un nombre suffisamment 
=, 22 ==%o + kh (k = 0, 1, 2, ... 
..., n), yr = f(x). Dans ce cas, les formules suivantes sont valables: 


grand de fois sur le segment [a, b], h — 


b 
1) À (a) de = h (04 ++ + un) + Ra 
ou : 


b 
| f (2) de =h (uit vo un) + An. 


Ce sont les formules des rectangles dont l'erreur limite absolue a pour expression 


} : : 
Rn 5 (b—a)-Mi, où Mi= max | ° (2)1: 


a=x< 


b 
D [identity una) +R 


C'est la formule des trapèzes dont l'erreur limite absolue 


2 
Rn LE (b—a) My, où Mo= max |f"(x)l 
12 <x<b 


—_— 


2 
(la valeur exacte de l'erreur de la formule des trapèzes est 6,— — _ (b—a)f" (c), 


où a<c<b); 
3) en posant 7 —2k, on obtient 


b 
À (a) de = L(uo+ von) +4 (uit us + + vx) + 


+2 (Ye+yvit...+yoer-2)]+ An . 
C'est la formule de Simpson qui est caractérisée par l'erreur limite absolue 


ns 


Rh < 180 


(b—a) M3, où M3— max LA (x) | 
a<x<b 


(la valeur exacte de l'erreur commise, lors de l’utilisation de la formule de Simp- 
son, est Üs = — TC — a) flV(c), où a < c < b). 


Lorsque la dérivée 4-ième de la fonction figurant sous le signe d'intégration 
b 


est difficile à prendre, pour évaluer l'erreur de calcul de l'intégrale | f (x) dz 
a 


—€ , . _« AT . 
étant choisi, on peut utiliser, si n = 


d'après la formule de Simpson, h — ! 
= 4k, la méthode suivante. 
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On calcule la valeur approchée de l'intégrale donnée d’après la formule de 
— 
&k ” 
tégrale; ensuite, on double le pas et l’on applique à nouveau la formule de Simp- 
— a 
2k 
le; l'erreur de la seconde étape est approximativement 16 fois plus grande que 
l'erreur de la première étape, toutes les deux ayant le même signe. C’est pour- 
b—a 
&k 
ment donnée par la formule (on tient compte également du signe de l'erreur): 


Simpson dans laquelle on pose À = 


soit Z, la valeur ainsi trouvée de l’in- 


son, cette fois-ci pour le pas h, — 


: soit /, la nouvelle valeur de l’intégra- 


quoi l’erreur dela première étape | pour le pas k — | sera approximative- 


I, —1I 
ôs À — + 2 


(cette méthode peut être appelée évaluation de l'erreur de la formule de Simp- 
son par doublement du pas de calcul). 


1020. Calculer | V/x dx par la formule des rectangles, en décom- 


> me) 10 


posant l'intervalle d'intégration en dix parties. Evaluer l'erreur 
commise. 


Solution. Ici, y—=Vz; pour nr = 10, h = 5 = 0,1. 


Les valeurs successives de x seront: x, = 1, æ, = x, + h = 1,1, 
La = 1,2, La = 1,3, ta = 1,4, 253 = 1,5, 28 = 1,6, 23 = 1,7, ze — 
—= 4, > Lg — À, . 


Alors 

Yo =V T=V 1—1, yi=V 1,1— 1,049, ya = V 1,2 —1,095, 

ys=V13—1,140, y=V14—1,183, ys=V1,5 —1,225, 

Ye = V 1,6 —1,265, y1=V 1,7 —1,304, ys = V 1,8 — 1,342, 
Yo = V 1,9 — 1,378. 


Par conséquent, 


D 


| V3 dx 2 0,1 (1,000 + 1,049 + 1,095 + 1,140 + 1,183 + 
1 


+ 1,225 + 1,265 + 1,304 + 1,342 + 1,378) — 0,1 11,981 = 1,20. 


1 
2V x 
[1, 2] atteint sa valeur maximum égale à 0,5 lorsque x = 1. De 


cette façon, |f (x) | < M, = 5 


donnée ci-avant pour l’erreur limite absolue commise par la formule 


Evaluons l'erreur. Dans notre cas, f” (x) — sur le segment 


. D'où, en appliquant la formule 
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des rectangles, on trouve 


h 0,1 1 = 
Rn< 3 (b— a) M: =—"1. 0,025. 


2 
Par conséquent, | V x dx 1,20 + 0,025. 
1 


Comparons le résultat obtenu par celui donné par la formule de- 
Newton-Leibniz : 
2 2 
[Vrd- | zi dx = + (2 V2—1) æ 1,219. 
1 1 


On voit en effet que la valeur vraie de l'intégrale se situe dans l’in- 
tervalle trouvé ci-dessus. 

1021. Calculer la même intégrale à l’aide de la formule des 
trapèzes, en posant nr — 10; évaluer l'erreur. 

Solution. Les notations restant les mêmes, on a 


V'x dr = 0,1. (EE + 1,049 + 1,095 + 1,140 + 1,183 + 


D Ce) (0 


+ 1,225 + 4,265 + 1,304 + 1,342 + 1,378) — 1,218. 


Ensuite, f” (x) = — _— : |f" (&) | ae sur le segment [1, 2]. 
4V x 4 
De cette façon, d’après la formule mentionnée plus haut, on trouve: 
01, 2. 
Fr << 1 Tr 0,002. 


Donc, | V'z dr & 1,218 + 0,002. 
1 


1 
1022. Calculer à 0,001 près l'intégrale ji +zxdx d'après la 


0 
formule de Simpson. 


Solution. À l’aide de la formule Ra (b— a)-|f"" (0), 


trouvons tout d’abord la valeur de À qui assure le degré de préci- 
sion nécessaire. On a: 


LOST POSTES OST 


“ _ ST 
Fe VA+2) 


12x72—3 


5 AVE. 
’ Î (x) — VUE z2) g 
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La valeur maximum de |f1V (x) | est atteinte sur le segment 
[0, 1] au point x = 0: Fa (0) | = 3. Pour cette raison, R,< 


4 
<< _ -1-3. Pour que cette erreur soit inférieure à 0,001, 


<0,001; h<0,06. 


On peut prendre k = 0,5 (pour À = 0,5, h4 — 0,0625), c'est-à- 
dire un peu plus de la valeur nécessaire. Toutefois, la précision 
du calcul ne sera pas influencée, car l'évaluation a été faite à l’aide 
de l'erreur limite absolue qui, évidemment, est plus grande que 
l'erreur effective. Ainsi, le degré de précision requis peut être atteint 
en décomposant l’intervalle d'intégration en deux parties. 


Calculons les valeurs prises par la fonction f (x) = V1 + z° 
pour æ =0; 0,5; 1: 


f (0) = 1,0000:; (0,5) — 1,1180; f (1,0) — 1,4142 


(les calculs sont effectués avec un chiffre de réserve). C'est pourquoi 


| VTT dr R°2.(1,0000 + 4.1,1180 + 1,4142] — 1,1477. 
0 


De cette façon, en arrondissant le dernier chiffre, on trouve 
; L 
V1 Li dr 1,148. 
0 


Pour comparer les résultats, calculons la valeur exacte de cette 
intégrale à l’aide de la formule de Newton-Leibniz : 


1 
[VT+ad=[5.V1+ra#+ m(r+V1+æ#)| = 
0 


=+1V2+m(1+V2)] 
Mais V2 &1,4142; In (1 + V 2) &0,8814; c'est pourquoi LE L 


+ Lin (1 + V2) mm 1,1478. Ainsi, la valeur de notre intégrale 


calculée à quatre décimales d’après la formule de Newton-Leibniz 
est : 


1 
| VITE dr à 1,1478. 
Û 
On voit que la valeur de l’intégrale calculée par la formule de 


Simpson est donnée non seulement avec trois, mais aussi avec quatre 
décimales exactes. 
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1 
1023. Calculer l'intégrale E— par la formule de Simpson, 
0 
en posant n — 8. Les calculs doivent être effectués à six décimales. 
Evaluer l’erreur du résultat obtenu à l’aide de la méthode de double- 
ment du pas de calcul; comparer le résultat avec la valeur vraie 
de l'intégrale prise avec un chiffre de réserve (septième décimale). 
Solution. Les valeurs prises par la fonction sous le signe 
d'intégration doivent être déterminées pour les valeurs suivantes 
de la variable indépendante (k, — 0,125) : x, = 0; x, — 0,125; ... 
.; 8 = 1,0. On trouve les valeurs correspondantes de f (x) = 
1 
{+2 
Yo = 1,000000 ; y, = 0,984625; y, — 0,941176; 
Ya = 0,876712; y, = 0,800000; y; — 0,719101; 
Ye —= 0,640000 ; y; — 0,566389; yg — 0,500000. 
Portons ces valeurs dans la formule de Simpson pour k, — 0,125 
et h, — 0,250: 
/ 
Ti== [yo + Ve + 4 (ya + Vs + Vs + y) + 2 (Va + Wu + Ve)] = 
= LP .11,000000 + 0,500000 + 4 (0,984615 + 0,876712 + 
—+0,719101 + 0,566371) + 2-(0,941176 + 0,800000 + 0,640000)] — 


= 18,849548 = 0,785398 : 


L=* [Yo + Ye + 4 (2 + Ye) + 2y:] = 


= .(1,000000 + 0,500000 + 4 (0,941176 +-0,640000) + 


+ 2.0,800000] — _ .9,424704 =0,785392. 


__ Ii—J2 __ 0,000006 … 
Ô, À Lt = % 0,0000004. 


Ainsi, les six décimales de Z, doivent être exactes. La valeur vraie 
de l'intégrale 


1 
d 
1= | =arctgzk= + + 0,7853979, 
0 
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ce qui confirme le résultat trouvé. 
2 
1024. Calculer à 0,0001 près la valeur de l'intégrale | _ à l'aide 
1 


de la formule de Simpson. 
2 
Réponse. On prend n—10; (5  0,50001  0,5000. 


1 


8 
1025. Calculer par la formule de Simpson l'intégrale | = LE 
pour n —8. Evaluer l'erreur par la méthode de ohne du pas 
de calcul; comparer la valeur trouvée avec la valeur vraie de 
l'intégrale. Effectuer les calculs à cinq décimales. 


8 
dr 
: ° DE = & 1, 6 2: = —Ù, 4; 
Réponse. Pour n=— 8, 75 © 116942:  65— —0,000004 
la valeur exacte de l'intégrale est 4 (V2 — 14) — 21n En CZ 


= 1,16912 . 
1026. A l'aide de la formule des trapèzes, calculer l'intégrale 


Merry — + sin?x dx 


pour nr — 6; évaluer au préalable l'erreur pour savoir à combien de 
chiffres (avec un chiffre de Léo) il faut effectuer les calculs. 


Réponse. Pour rn—6, [| << us (b—a)-M, &0,007 (M, est 
la valeur maximum de |f” (x) | sur l'intervalle d'intégration). Cela 


signifie que les calculs seront effectués à trois décimales (pour obtenir 
deux décimales exactes): 


on] 1 


Æ + sin? zx dr = 1,35. 


ou 1v| a 


2 
1027. Calculer à 0,01 près In 2 — <= par la formule des tra- 


1 
pèzes. 
Réponse. Poser n = 5; In 2 & 0,69. 
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2 
1028. Calculer à 0,01 près l'intégrale | DE dr par la formule 


1 
de Simpson. 


LT 


Réponse. Poser n—4; | LE dx = 0,24. 
1 


1 


1029. Calculer à 0,01 près l'intégrale lues à l'aidefde la 


formule des trapèzes. 
1 
Réponse. Poser n= 4; | e-** dr & 0,75. 
0 


1030. Calculer à 0,01 près l'intégrale | 7 dx par la formule 


1+zx 


©) te] E| 


des trapèzes 


Réponse. Poser n=6; 


Cet] A 


—— dx = 0,67. 
+ T 


$ 4. Intégration numérique des équations 
différentielles 


1. Méthode d’Euler. Une équation différentielle y’ = f (x, y) définit dans le 
plan un ainsi appelé champ de directions, ce qui signifie qu'en chaque point 
d'existence de la fonction f (x, y) dans le plan elle définit la direction de la cour- 
be intégrale correspondante passant par ce point. Supposons que l’on demande 
de résoudre le problème de Cauchy, c’est-à-dire de trouver la solution de l’équa- 
tion y’ = f(x, y) vérifiant les conditions initiales y (x,) = y. Décomposons le 


segment [z,, X] en n parties égales et posons 22 2, (X = z+n.h, h 


étant le pas de variation de la variable indépendante). Admettons maintenant 
qu'à l’intérieur de l'intervalle élémentaire s'étalant de z, à x, + h la fonction 
y" conserve une valeur constante f (x, yo). Alors on a y, — yo = h-f (xo, Yo), 
où y, est la valeur de la fonction cherchée correspondant à x, = x, + h. D'où 
l'on tire y, = yo + h-f (zo, Yo). En répétant cette opération, on obtient les va- 
leurs successives de la fonction: 


Yo Æyyith-f(zi ya, 
Ya Æy2+h:f(xze, yo), 


Vrai ÆYR Hh-f(zh, y). 


382 MÉTHODES DE CALCUL (CH. IX 


On arrive ainsi à construire d'une façon approchée la courbe intégrale sous 
la forme d une ligne brisée ayant comme sommets les points M} (zx; yx), où 


Th Th + Ath, Ya = Ya thef(rr, yn). 
C'est la méthode des lignes brisées d'Euler, ou tout court la méthode d'Euler. 


1031. Trouver la valeur de la fonction y définie par l'équation 


TZ 


différentielle y’ — — pour les conditions initiales y (0) = 1 


et en posant k — 0,4. Utiliser à cette fin la méthode d'Euler. Se 
limiter aux premières quatre valeurs de la fonction en auestion. 
Solution. Pour h — 0,1, les valeurs successives de la varia- 
ble indépendante seront x, = 0,zx, = 0,1,2, = 0,2,z3 = 0,3, .... 
Calculons les valeurs respectives de la fonction cherchée : 


1—0 


Yi —=Yo+h-f(2, Yo) = 1 + 0,1 à 1+0 — 1,1. 
4,4—0;,1 
Yo =yi+h:f(x, y)= 11401 1,183, 
1,183 —0,2 
Ya= Yath.f(x, yr) =1,183+ 0,1. = 1,254, 


1,254 —0,3 
Y,—=Yys+h:f (xs, y3) =1,2544+01. gs = 1,815, 


1032. Trouver par la méthode d’Euler quatre valeurs de la fonc- 
tion y définie par l'équation y’ — x + y, les conditions initiales 
étant y (0) — 1 et k = 0,1. 

Solution. Les valeurs prises par la variable indépendante 
seront: zo = 0, x, — 0,1, x, — 0,2, x, = 0,3, ... Les valeurs 
correspondantes de y seront: 


Yi = Yo + hf (Go, Yo) = 1 + 0,1-(0 + 1) = 1,1, 

Ya = Yi + hf (as, Yi) = 1,1 + 0,1-(0,1 + 1,1) = 1,22, 
Ya = Ye + h-f(xe, ye) = 1,22 + 0,1-(0,2 + 1,22) = 1,36, 
Yi = Ys + hf (ts Us) = 1,36 + 0,1 (0,3 + 1,36) — 1,52, 
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On obtient le tableau 


1033. Trouver par la méthode d’Euler les valeurs numériques 
de la fonction y (trois valeurs) définie par l'équation y” = 1 + 
+ x + y”, les conditions initiales étant y (0) — 1 et en posant 
h = 0,1. 

Réponse. 


1034. Trouver à l’aide de la méthode d’Euler quatre valeurs de 
la fonction y définie par l'équation y’ — xz° + y°, les conditions 
initiales étant y (0) = 0 et en posant k — 0,1. 

Réponse. 


Le | 0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 


y | 0 0,001 | 0,005 | 0,014 


1035. A l’aide de la méthode d’Euler, trouver la solution numé- 
rique de l'équation y’ — y ++, les conditions initiales étant. 


y (2) = 4 et en posant k — 0,1 (quatre valeurs). 
Réponse. 


z | 2 | 231 | 2 | 2,3 | 2,4 


y 94 , 86 


9,44 | 18,78 


1036. Trouver par la méthode d’Euler la solution numérique 


de l'équation y’ — EN Er sur le segment [0, 1], les condi- 


tions initiales étant y (0) = 1 et en posant À — 0,2. 
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1037. Trouver par la méthode d’Euler la solution numérique du 
système d'équations 


les conditions initiales étant zx (1) = 1, y(1)=1, 1<1<2, 
et en posant À — 0,2. 
Réponse. 


2. Méthode de Runge-Kutta. Soit y une fonction définie par l'équation diffé- 
rentielle y = f (x, y), les conditions initiales étant y (x,) = y. En effectuant 
l'intégration numérique d'une pareille équation par la méthode de Runge- 
Kutta, on détermine quatre nombres: 


h=hf( ou) lohf(ste, +), 
k=hi(ste v+ 2), het vhs). 


Si l’on pose y(r + h) = y (x) + Ay, on peut démontrer que Ay = 
rs (k1 + 2k9 + 2k3 + k;). On obtient le schéma de calcul suivant: 


x | v k; =h.f(x, y) Supplément 


œ|= 


Z0 yo ki Ayo = 


(ka 2ko + 2k3 + ki) 


4 | 
zo+ 5h Yo+ 5 À 
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Suite 
x | y | h;=he f(x, y) | Supplément 
l ; 
zo+ sh | Yo ke Ka 
zo + h | yo + X3 | k, | 
Ty=Zzo th | y—=Vo+ | 


1038. Former le tableau des valeurs de la fonction y définie par 
l'équation y" = y — =, les conditions initiales étant y (0) — 1 
sur le segment [0, 1] et le pas À — 0,2 (la solution exacte est y — 
= V 2x + 1). 


Solution. Trouvons les nombres: 


k= hf (æ, y) 0,2. (1 +) — 0,2 : 
k=hf(s+, y+%) =0,2.f (0,1; 1,1) — 
— 0,2. (11-74) = 0,1836 : 


hs (z+—., y+) —0,2-f(0,1 : 1,0918) = 0,1817 ; 


k=h.f(xth, y+ks)—0,2.f(0,2: 1,1817) —0,1686. 
D'où 
Ay= + (0,2+ 0,3672 + 0,3634 + 0,1686) —0,1832. 
De cette façon, y, = 1 + 0,1832 = 1,1832 pour x = 0,2. Le 


même schéma nous permet de trouver y, et ainsi de suite. Le calcul 
est effectué comme indiqué sur le tableau ci-dessous : 


| y | f (x, y) k;i=h-f(x, y) ay - 
| | 0,2 
4,1 0,0918 0,1838 
, ? : 0.1832 
1,0918 0,0908 0,1817 | : 
1,1817 0,0843 0,1686 


25—079 


386 MÉTHODES DE CALCUL (CH. IX 
Suite 
i | x | y | f (x, y) kR,=h:f(x, y) Ay 
{ 0,2 1,1832 0,8451 0,1690 
2 0,3 1,2677 0,7944 0,1589 
1 ? ? ? 1,19 
3 0,3 1,2626 0,7874 0,1575 | Fe 
L 0,4 1,3407 0,7440 0,1488 
1 0,4 1,3416 0,7453 0,1491 
2 
gs 
4 
1 


On remarquera que y, — 1,1832 et y, — 1,3416 ont tous leurs cinq 
chiffres exacts si l’on les compare avec la solution exacte y — 
= V9r +1. 

1059. À l’aide de la méthode de Runge-Kutta intégrer l’équa- 
tion z°y" — xy — 1, les conditions initiales étant y (1) = 0 sur le 


segment [1, 2] et le pas k — 0,2 L cru exacte y — Lx —;%) : 


Solution. Ici f(x, y) — . Trouvons les nombres: 


re tu = 0,2. +)- 0,18 : 
k=hf(z+e y+)- 0,2. A 0,18 : 
jee f(z+h, y4ks) = 0,2: (+ hs 


AY — (Ai + 2ho + 2k3 + ky) = 0,18. 


Ainsi, l’on a y, = yo + Ayo = 0 + 0,18 — 0,18. On trouve la 
deuxième valeur de y: 


—h.f(x, y)= 0,2 (RE+. _ 17 
bohf(s+ey+t)=-02(% +) = 0,15; 


3 
)= 0,2 (- +) = 015: 


= 0,17 ; 
0.26 


, h 
k= hf (x +, y+ 
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. 1 
k=h-f(r+h, y+k)=0,2 (RE) = 0,14; 


Ayi= + (ki 2h + 23 Ki) = 0,15. 


Par conséquent, ye = y + Ay, = 0,18 + 0,15 — 0,33, et ainsi 
de suite. 

1040. Intégrer par la méthode de Runge-Kutta l'équation 47” — 
— y? + 4x1°, les conditions initiales étant y (0) — 1 sur le segment 
[0, 1]et le pas kÀ — 0,1. Effectuer les calculs à trois décimales exactes. 

Réponse. 


—0,744 | —0,675 —0,993 —0,495 


1041. Intégrer par la méthode de Runge-Kutta l’équation 
y" = — + 0,5y, les conditions initiales étant y (0) — 1 sur le 


segment [0, 1] et le pas h — 0,1. Effectuer les calculs à trois chiffres 
exacts. 


Réponse. 


1,12 | 1,20 | 1,29 


3. Méthode d’Adams. On demande d'intégrer l'équation y’ —=f{x, y\. 
y (To) = Yo. Une des méthodes des différences permettant de trouver la solution 
approchée de ce problème est la méthode d’Adams. | 
En prenant un certain pas k de variation de la variable indépendante, on 
trouve par telle ou telle méthode et compte tenu des conditions initiales y (x) — 
— y, les trois valeurs suivantes de la fonction cherchée y (x): 


n=y(r)=uy(rot+k), yo=y(zo+2h), ya=y(ro+ 34) 


(ces trois valeurs peuvent être calculées par n'importe quélle méthode assurant 
la précision requise: en développant la solution en série entière, par la méthode 
de Runge-Kutta, etc. ; la méthode d'Euler ne peut pas être utilisée vu sa préci- 
sion insuffisante). A l'aide des nombres z,, 1, 12, za et Yo, Vis Vas Ya, ON calcule 


25 


388 MÉTHODES DE CALCUL (CH. IX 


les grandeurs qo, Qu» Q2r Q3» OÙ : 
Go=h-yo=h"f(xo; yo), 2 —=h-f(x2, yo). 
q—=1h"f (rs, vi), g3—=h-f (xs; ys). 
Ensuite, on forme le tableau des différences finies des grandeurs y et q: 


x | y | Ay | q | Aq 
To | Vo | | gu | 
MERE 
T1 | U1 | | gi | 
EIRE 
To | Ya | | Q2 | 
| | Ayo | dj | AQo 
T3 | U3 | | g3 | 
[| | 
“| | 
| | . | . | . | 
sl 


La connaissance des nombres de la diagonale inférieure nous permet de trou- 
ver À, par la formule d Adams 


EL 


1 5 3 
Ays=93+5Au+y A?q; ++ A3go; 


pour calculer ensuite y, = ys + Ays. Si l’on connaît y;, on peut calculer ga — 
= hf (zx, ys), ce qui permet d'écrire la diagonale suivante: 


Ag3=Qu—Qs Ag = Ag3— Age, Ag; = Age — qi. 
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La nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d'Adams 
la valeur de Ay, = ++ AQ3 +5 Aq2 + + Ag, donc ys — y; + Ays, et 
ainsi de suite. 

1042. y = 2° + y*; y (0) — —1. Trouver la valeur de y (0,4) 
à 0,01 près. 

Solution. On cherche les premiers quatre termes du déve- 


loppement en série de Taylor de la solution de l'équation donnée 
au voisinage du point x — 0: 


y (2) (0) + (0). +5 y" (0)-22+ + (0). +... 

y (0) — —1; les grandeurs y” (0), y” (0) et y” (0) sont trouvées par 
dérivations successives de l'équation donnée : 

y =2 + y; y (0) = 0 + (—1) = 1, 

y" = 2x + 2yy ; y'(0) =0+2-(—1)-1 = —2, 
y" = 2 + 2y° + 2yy'; 

y" (0) = 2 + 2:(—1) + 2:-(—1)-(—2) = 8. 

De cette façon, y (x) = —1 +z—#+ir + or 


On calcule y (x) aux points x, = 0,1, x, — 0,2, xs — 0,3 avec 
un chiffre (troisième décimale) de réserve : 


Yi — —0,909, Ye — —0,829, Ux — —0,754. 


Formons le tableau 


—_0,017 
0,1 | —0,909 0,083 0,006 | 
0,080 —0,011 —0,002 

—0,2 | —0,829 0,072 0,0C4 | 
—0,007 


Alors 
1 3 4 
Ay3 = q3+ Age + + gi + 3 A°Go = 0,065 + z (— 0,007) + 
+-2-.0,004 + Ÿ.(— 0,002) -- 0,062. 
Donc y, = y3-+ Ays = — 0,754 + 0,062 — — 0,692 Æ — 0,69. 
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1043. y" = x + y, y (0) = 1. Calculer y (x)|:=0,5 par la méthode 
d’Adams en posant k — 0,1 (effectuer les calculs à 0,001 près, le 
résultat devant contenir deux décimales). 

Réponse. 1,78. 

1044. y" = 2° + y, y (0) = 0. Calculer y (x) |x=04 par la 
méthode d’Adams en posant h — 0,1 (effectuer les calculs avec le 
degré de précision indiqué au problème précédent). 

Réponse. 0,02. 


$ 5. Méthode des approximations successives de Picard 


La méthode des approximations successives de Picard représente une autre métho- 
de analytique qui permet de trouver la solution approchée des équations diffé- 
rentielles. S'il s’agit d'une équation différentielle du premier ordre 


y" = f(x, y) (1) 


à conditions initiales y (z5) = ÿo, la méthode consiste en la construction de la 
solution cherchée y = y (x) pour x > x, (ou x << x). En intégrant le premier 
et le deuxième membres de l'équation (1) de x, à x, on obtient 


y (@)—u (ro)= | (vd, 
où. | 


. 


x 


y E)=vo+ | (wat. (2) 
X0 
On suppose que dans un certain voisinage du point (x, yo) l'équation (1) 


satisfasse aux conditions du théorème d'existence et d'unicité (théorème de 
Cauchy), c'est-à-dire que f (x, y) est une fonction continue de ses variables et 


que |——| << X. 
Pour trouver les approximations successives, on substitue la valeur donnée 


ÿo à la fonction inconnue y dans l'égalité (2) et l’on obtient ainsi la première 
approximation 


x 
n=vo+ | f(4 vo) at. 
x0 
La deuxième approximation est obtenue en portant dans l'égalité (2) la va- 
leur trouvée y, (à la place de la fonction inconnue y) 
X 
ÿy2 = Yo + | f (#, ya) dt. 
X0 
Toutes les autres approximations sont trouvées par la formule 
" 
m=yo+ (ft uma (n=1,2,... 


Xo 
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De cette façon, on aura 


x 
y (r) & Yn (x) = Yo + | Î (Et, Yn-1) dt. 


On démontre que 
lim yn (2) = y (x). 
JL —+ 00 


[L'erreur est évaluée à l’aide de l'inégalité 


M (Ke)" 


l y (x) )—Yn (<< ——<— Kent n| 1 


où |f(r, ul AM, 
: b 7 
|x—xol <a < 0, [y—yol db Lo, c—=min (a, 5) : | 
M 
Les approximations de Picard donnent une suite de fonctionsinférieures 


Yo < Yi L'Ye Le... < Yn < y (x), 


si > Oetf(xz, yo) > 0; maissi _ > 0et f(x, yo) <0,elles aboutissent à une 


suite de fonctions supérieures, c’est-à-dire 
Y >>>... Un > y (x). 


Autrement dit, lorsque _. > 0, les approximations de Picard forment une suite 


d'approximations unilatérale. 


Si — < 


bi ee. 


< 0, les approximations de Picard forment une suite d'approximations 


1045. Trouver la solution approchée de l'équation y” = x + y? 
qui satisfait aux conditions initiales y (0) = 1. 

Solution. Prenons y, — y (0) — 4 en qualité d'approxi- 
mation de départ. Dans ce cas, la première approximation sera 


x 


(es 


D'une façon analogue on obtient la deuxième approximation 


mt=1+ | Se “ 


1046. Trouver la suite d’approximations de Picard exprimant 


la solution de l'équation y’ = x + y qui satisfait aux conditions 
initiales y (0) = O0 pour z > 0 
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Solution. En qualité d'approximation de départ on prend 
Yo = y (0) = 0. Alors 


x da j 
pivot À (+uu) dt= | rat = 2, 
0 0 


Ici, f(x, Y)=rz+y >0 et _. =: {>> 0. Par conséquent, la suite 
d'approximations de Picard . 


Joe 


2 3 2 
NS, B=Sr+sr: Y=sr+srtzr: ….) 
22 xd L ænti 
= Ta T PTE (n+1)! 
forme une suite de fonctions inférieures. 
L'expression analytique vraie de y (x) du problème examiné est 
æn+i 
enter +: nr 
M 
ou 
y(x)=e—x—1. 


1047. Trouver trois approximations successives de la solution 
de l'équation y’ = x? + y? satisfaisant aux conditions initiales 
y (0) = 0 si l’on prend comme approximation de départ y = (. 


Réponse. h=+, = TT +, 


_À 3 tt n À 15 
Y3— 74 +R + + 50535 T7 
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1048. Trouver la solution approchée de l'équation y’ + y-ch x — 
— 0 satisfaisant aux conditions initiales y (0) — 1. 

Réponse. y — e-shx, 

1049. Trouver la solution approchée et déterminer le caractère 
des approximations de Picard de l’équation y’ — x — y, les condi- 
tions initiales étant y (0) — 1. x > 0. 


2 3 n 
Répcnse. Yn 1—z+2 [5 HS ES ]+ 
n+i znti 
D Ton 


(n = 3, 4, 5, . ..); c'est une succession bilatérale. 

1050. Trouver la solution approchée de l'équation y’ — y-cos x, 
les conditions initiales étant y (0) = 1, —2 << x << 2. Déterminer 
le caractère des approximations de Picard. 

LL 
né inm . 
Réponse. yh (x) — >, = : la solution vraie est y(x)—esn*x: 
m=0 
c'est une succession de fonctions inférieures. 


1051. Trouver la solution approchée de l'équation y’ — 
— 2xy cos (1°) satisfaisant aux conditions initiales y (0) = 1, 0 < 
<r<1Â1, 0 <y<2. Déterminer le caractère des approximations: 
de Picard. 


n 
sin (2) | | 
Réponse. yn(x)= 3, ——+— la solution vraie est y(x) - 
| : m=0 
= @eSn(@?); c'est une suite de fonctions inférieures. 


$ 6. Méthodes élémentaires de traitement 
des données expérimentales 


1. Méthode graphique. Supposons que l’on ait résumé dans un tableau les. 
données obtenues à la suite d’une expérience. Construisons maintenant le gra- 
phique passant par les points définis par les données de ce tableau (ou par les 
points voisins) et choisissons la formule empirique qui convient le plus. Le plus 
simple des cas se présente lorsque les données expérimentales se traduisent par 
des points disposés à peu près sur une droite de la forme y = a, + aix ou bien 
sur des courbes des types S — At% et S — Ae%! dont les équations sont réduites. 
à une fonction linéaire par un simple changement de variables. En résolvant ce: 
problème par la méthode graphique, on porte les points dans le plan de coordon- 
nées (à échelle linéaire ou logarithmique) pour tracer ensuite la droite corres- 
ponte de façon qu'elle passe par ces points ou aussi près que possible. Ceci 

ait, on prend deux points arbitraires, bien distants l’un de l’autre, sur la droite- 

obtenue et l’on porte leurs coordonnées dans l'expression de la fonction linéaire: 
y = & + ar. Les deux équations ainsi formées nous permettent de trouver a, 
et &j: 


1052. Dans le cas stationnaire, la diffusion thermique dans une 
tige mince isolée est décrite par la fonction linéaire u = ay + ax. 
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Déterminer les constantes a, et a, à l’aide des températures mesurées 


en différents points de la tige et qui sont résumées dans le tableau 
<i-dessous : 


(ù | 2 | 6 | 8 | 10 | 14 | 16 | 20 


32 29,2 23,3 11,3 


19,9 | 17,2 7,8 | 2 


Solution. La droite construite d’après les données du ta- 
bleau passe par les points (0; 32) et (20; 2). En portant les coordon- 
nées de ces points dans l'équation u = a, + a,x, on obtient 


do + 0 -ai = 32, 
ao + 20ai = 2; 


D'où l’on trouve la relation cherchée entre u et x: u —= 32 — 1Â,5x. 
Pour se faire une idée du degré de fidélité avec laquelle cette formule 
traduit les données du tableau, il faut calculer la somme des écarts Ô 
(et la somme des carrés de ces écarts) entre les valeurs de la fonction 
données par la formule et par le tableau. 

Dans le cas examiné, Ô — —1,5x + 32 — u. Par conséquent, 


&, = —1,5-0 + 32 — 39 — 0: 

8e = —1,5:2 + 32 — 29,2 — 0,2: 
53 = —1,5-6 + 32 — 923,3 — —0,3: 
8, = —1,5:8- 32 49,9-0,1; 

ôs = —1,5.10 + 32— 17,2 — — 0,2; 
ôe= —1,5-14+32—11,3— — 0,3: 
67 = —1,5.16+32— 7,8 — — 0,2; 
68 = —1,5-20+32—2=0;: 


op — 32, di —= — 1,5. 


8 8 
D 60,7: D 6? —0,31. 
i=1 i=1 


1053. Les données du tableau ci-dessous vérifient la formule 
S — Ac: 


‘Trouver les valeurs de À et de «. 
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Solution. Prenons le logarithme de l'équation S$ — At: 
Jg S = 1g À + œ:lg t. 
Si l’on pose Ig S = y; Igt=x, Ig À —a, «a = a, on obtient 
y = Go + Ait. 


L'équation obtenue est représentée par une droite dont les paramè- 
tres seront trouvés en prenant deux de ses points (lg 1; 1g 2,31) et 
(1g 7, 1g 3,26). En substituant les coordonnées de ces points dans 
l'équation y = Ig À + ax, on a 
lg 2,31 — Ig A+ a-lgi : 1g À — 0,364, 
u 
1g 3,26 = 1g À + a-lg7 1g À + 0,845 — 0,513. 


D'où lg A — 0,364, À = 2,312: œ@ = 149 = 0176. Par consé- 


0,845 
quent, S$S — 2,31260.176, 
1054. Les données du tableau ci-dessous 


25,0 | 30, 1 36,0 | 49,0 | 49,1 


73,80 | 19,79 80,80 | 82,35 | 83,90 | 89,10 


vérifient la formule y — a, + ax. Trouver a, et a:. 
Réponse. y — 0,279x + 71,14. 
1055. Les données du tableau ci-dessous 
( | 1 | 2 $ [A | 9 | C | nl | 8 


27,4 


S | 15,3 [20,5 


36,6 | 49,1 | 65,6 | 8 


=) 
[e ») 
> 
> 
1] 
[ep] 


vérifient la formule S$ — Aect. Trouver À et «. 
Réponse. S —= 11,58 e°.-8981, 


2. Méthode de centrage. Cette méthode est basée sur la supposition que la 
ligne pour laquelle la somme algébrique des écarts est nulle représente la meilleu- 
re solution. Pour trouver par cette méthode les constantes inconnues figurant 
dans la formule empirique, on porte d'abord dans celle-ci tous les couples de 
valeurs observées ou mesurées de z et de y et l’on obtient autant d’écarts qu'il 
y a des couples de valeurs (x, y) au tableau (l'écart est mesuré par la distance 
prise sur la verticale des points donnés à la courbe représentative de la fonction). 
Ensuite, on répartit ces écarts en autant de groupes qu'il y a des paramètres 
inconnus à trouver dans la formule empirique. Finalement, en égalant à zéro la 
somme des écarts de chaque groupe, on obtient un système d'équations linéaires 
qu'il faut résoudre par rapport aux paramètres inconnus. 
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1056. A l’aide de la méthode de centrage, trouver une formule 
du type S — A1% correspondant aux données du tableau ci-dessous 


Solution. Dans ce cas, les écarts sont exprimés de la façon 
suivante Ô — Aë% — S. En substituant les valeurs de { et de S 
données dans le tableau et en égalant les écarts à zéro, on obtient 
un système d'équations dont la résolution par rapport aux para- 
mètres À et « présente des difficultés. C’est pourquoi l’on égale 
à zéro la somme des écarts du logarithme de S, c’est-à-dire Ô’ — 
— ]g À + a-lgt —Ig S (la précision de calcul n'étant pas pour 
autant sensiblement touchée). 

Les écarts s'expriment alors par les formules : 


ê, — Ig À +2,4362a — 1,4683, 
Ô, = 1g À +2,4518a—1,5224, 
Ô, —: ]g À +2,4594a — 1,5465, 
Ô, = Ig A -}-2,4669a — 1,5705. 
. = Ig 4 + 2,4955a — 1,6609, 
[I Ô, = 1g À +2,5224x —1,7419, 
Ô, —1g À +2,5478a— 1,8169, 
0, = Ig À +2,5717a — 1,8882. 
En égalant à zéro les sommes des écarts dans les groupes I et IT, 


on aboutit à un système de deux équations qui nous permet de 
trouver les paramètres À et «: 


4 lg À +-9,8143a -: 6,1077, 
4 1g À + 10,1374a — 7,1079. 


La solution de ce système est &« — 3,096, 1g À — 7,9345; d'où 
A = 8,5.10-7. 

De cette façon, S — 8,6-10-7 53.096, 

1057. On donne le tableau suivant : 
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Trouver les paramètres à,;, a,, a, de la formule y = a, + a,x + 
+ ax vérifiée par les données de ce tableau. 

Réponse. y — 111,7 + 1,663x + 0,00437zx°. 

1058. Les données du tableau ci-dessous 


t 53,92 26,36 1,85 


14,00 | 6,99 | 4,28 


S | 6,86 | 14,70 28,83 60,40 101,9 163,3 250,3 


vérifient la formule S — A!{%. Trouver À et «. 
Réponse. S = 33,0211.06%, 


3. Choix des paramètres par la méthode des moindres carrés. 1) Dans la 
pratique, on se heurte souvent au problème suivant. On connaît n couples de 
valeurs que prennent deux grandeurs fonctionnellement liées entre elles z et 
y: (215 Ya), (Za5 Yo)s + + + (Zn Yn) et l’on demande de trouver m paramètres 
is os + + + Em (M < n) figurant dans une formule donnée à l’avance y — 
= f (x, y, Los + . +, Am) de façon que les n couples de valeurs de x et de y con- 
viennent le mieux. 

La théorie des probabilités nous apprend que les valeurs de &, &, .. 


LE ] Em 
qui sont les meilleures minimisent la somme 


k=n 
> [/ (tu, is Go, ..., Am) — Yn}? 
ESS | 


(c'est-à-dire la somme des carrés des écarts des valeurs de y calculées par la 
formule par rapport aux valeurs données; d’où la dénomination de méthode des 
moindres carrés). 

Cette condition permet de former un système de m équations d’où l'on tire 
js Los ee +) Am: 


k=n 


DRAC 2 tm) — ya] Or Bar + Em =0 (=1,2,...,m). (1) 
hA=1 


Parfois, afin de simplifier la résolution du système (1), on est contraint à 
transformer la formule donnée y = f (x, &j, &a, + .., ), mais la précision de 
la solution ainsi obtenue s'en ressent (voir plus loin le choix des paramètres 
dans les formules y — À -ecx et y — Azx1). 


Cas particuliers 


a) y = agzt + axml +... + a, (on a m + 1 paramètres: a, &, . .. 
cr, ms RD m+ li). 
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Le système (1) prend la forme 


k=n k=n ! k=n 
do. D 24e Dal prams D un 
R=1 Rk=1 R=1 
Rk=n ; k=n k=n k=n 
- m 
ao° > ap TT ae > Th +... +am: > Th = > ZhUR» 
=] R=] Rk=1 R=1 
{ k=n | k=n k=n k=n (2) 
\T 2 1 À - 
ao” ne +a1: D HS +... +am: Th —= > TRUR) 
Rk=1 R=1 R=1 R= 
kR=n k=n | kR=n Rk=n 
9 0m 
{ ao: > x, +ai: TE +... Fam: > Th = > CETTE 
k=1 R=1 Rk=1 k=1 


Ce système de m + 1 équations à m + 1 inconnues admet toujours une solu- 
tion unique, car son déterminant est différent de zéro. 

Pour déterminer les coefficients du système (2), il est utile de composer le 
tableau auxiliaire ci-dessous : 


2 3 9 2 
1 Ti Ti 2° s ès Tom y1 œaus | Tius |. |em-ut 
2 To x5 ze So x2m Yo Too x se 6 TM - Yo 
2 9 om ° m 
; | 
PA 


CTI] 


Dans la dernière ligne, sont portées les sommes des éléments constituant les 
colonnes respectives. Ces sommes représentent les cocfficients du système (2). 

Le système (2) est d habitude résolu par la méthode de Gauss. 

b) y = À -ecx. j | 

Pour simplifier le système (1), on prend au préalable le logarithme de la 
formule ci-dessus qui lie x et y: 


lg y = 1g À + cige.z. 
Alors le système (1) prend la forme: 


k=n RkR=n 
c-Îge. D za +n-lg 4— > lg vx, 
Rk=1 Rk=1 3 
k=n k=n k=n C 


c-lge- > z? + In 4: > au DEPOT 
Rk=1 k=1 Rk= 
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Le tableau auxiliaire sera: 


k | y | x? | 16 Ur *h IE Ur 
1 Zi TÉ 1g yi z1- Îg y: 
2 T2 Tê 1g ye To-1g ya 
n Tn Te: IgYn Zn°1g Yn 


A4 


ÇA 
t 
( 
l 
Û 
D 


Le système (3) permet de trouver c et Ig À. 
c) y = Az. 


Tout comme dans le cas précédent, on prend d’abord le logarithme de la 
formule donnée: 


1g y = Ig À + gg x. 
Le système (1) prend alors la forme 


= k=n 
ge D lgzntnlgA= D Igyx, 
k= k=1 
k=n k=n k=n 


ge D Igz+lg4. D Igzr= D lgzn-lg yn. 
k=—1 k=1 k=1 
Le tableau auxiliaire subit aussi les transformations qui s'imposent. 


1059. A l’aide de la méthode des moindres carrés. choisir une 
fonction quadratique du type 


P (x) = &oT” + dt + 


pour les valeurs de x et de y données: 
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Solution. Formons le tableau 


R Xp x xp x$ | UR TRY xh Uh 
1 7 49 343 2401 7,4 01,8 362,6 
2 8 64 912 4196 8,4 67,2 937 ,6 
3 g 81 129 6561 9,1 81,9 137,1 
4 10 109 1000 10000 9,4 94,0 940,0 
5) 11 121 1331 14641 9,5 104,5 | 1149,5 
6 12 144 1728 20736 9,5 114,0 | 1368,0 
7 13 169 2197 28561 9,4 122,2 | 1588,6 

70 728 1840 | 87096 62,7 635,6 | 6683,4 


D'où l’on tire le système d'équations 
728ao + 70a, + Ta; — 62,7, 
7840as + 728a; + 70a — 635,6, 
87096a) —- 7840a; + 728a; — 6683 ,4. 
La solution de ce système est: a, — —0,04, a, = 1,10, a, — 
— 2,12. Ainsi, la fonction quadratique cherchée est de la forme 
op (x) = —0,042? + 1,10x + 2,12. 
1060. Trouver un polynôme du second degré de la forme y — 


= 42? + a,x + a, pour les valeurs de x et de y données ci-dessous. 
Résoudre le problème par la méthode des moindres carrés 


U 


Réponse. y —= 1,009zx° — 4,043y + 5,045. 

1061. Choisir par la méthode des moindres carrés une fonction 
linéaire y, = @,T + a, correspondant aux données du tableau ci- 
dessous : 


Réponse. y — 3,023x — 1,08. 
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1062. Choisir par la méthode des moindres carrés une fonction 
linéaire y = a,x + a, correspondant aux données du tableau ci- 
dessous : 


Réponse. y = 0,992rz — 0,909. 
1063. Résoudre le même problème pour y = ayt* + aix + à: 


—0,71 | —0,01 | 0,51 0,82 | 0,88 | 0,81 | 0,49 


Réponse. y — —0,102r° + 0,200x + 0,806. 
1064. Trouver par la méthode des moindres carrés une fonction 
S — A: pour les données du tableau ci-dessous : 


| Xy = 18 te | 


26—079 


0,0000 
0 ,3010 
0,4771 
0,6021 
0 ,6990 


2,0792 


0,0000 
0 ,0906 
0,2276 
0,3625 
0,4886 


1,1693 
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Les résultats obtenus dans le tableau nous permettent de former 
le système 


2,0792q +5 1g À —8,3366, 
1,1693a + 2,0792 1g À — 4,0637. 


D'où qg = 1,958, 1g À — 0,8532, c'est-à-dire À — 7,132. Il s'ensuit 
que la fonction puissance cherchée sera S — 7,13241.958, 

1065. Trouver par la méthode des moindres carrés une fonction 
exponentielle S — Ae°* d'après les données du tableau suivant : 


y=IgsS 


3,1072 
2,8028 
2,5105 
2,2095 
1 ,8808 
1,6335 
1,2787 


D Oo EE D © 


1 
2 
3 
4 
5) 
6 
fl 


= hp 


_ 
ND 


| 15 ,4230 


On obtient le système d'équations: 


&42c-lge+ 71g A —15,4230, 
364c.Ilg e + 42 1g À — 75,6304, 


c'est-à-dire c-lg e — —0,1509, Ig À — 3,1087. 

Par conséquent, À — 1284 et c — —0,347. Aiïnsi, la fonction 
exponentielle cherchée sera $S$ — 1284e-0:3471, 

Dans les problèmes qui suivent, on demande de trouver par la 
méthode des moindres carrés les fonctions du type donné d’après 
les valeurs indiquées aux tableaux. 
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1066. Trouver la fonction linéaire y — 497 + a, : 


= | 0 0,1 | 0.2 | 0,3 04 | 0,5 | 0,6 | 0,7 


y | 3,02 | 2,81 | 2,97 | 2,39 | 2,18 | 1,99 | 1,81 | 1,85 


Réponse. y = —1,802r + 2,958. 


1067. Trouver la fonction quadratique y = a,z°? + a,x + a, : 


Réponse. y = —0,145 22 + 3,324 x — 12,794. 
1068. Trouver la fonction puissance S$ — À.#1: 


Réponse. S — 5,7 t1:97, 
1069. Trouver la fonction exponentielle S$ — A-.ett: 


Réponse. S — 92 e-0.15t, 
1070. Trouver la fonction exponentielle S$ — A-ect: 


Réponse. S — 0,49 e0.4ñt, 
26% 
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2) Il arrive souvent que la fonction donnée y = f (x) doit être remplacée de 
la façon la plus convenable sur le segment [a, b] par un polynôme de degré m: 
y = din + azm-l L ..., . Dans ce cas, l'utilisation de la méthode des 
moindres carrés implique la recherche des coefficients @, &1, - .., 4m par la 
minimisation de l'integrale 


b b 
| [p (x) — / (x)]? dr — | [apz"+asrm +... Lam—f(x)}? dx. 


a 


En utilisant les conditions de minimisation de cette intégrale, on obtient un 
système de m + 1 équations à m + 4 inconnues &@p, &j, @o, «+ + +» 4m À Où l'on 
trouve tous ces coeflicients: 


[az aix... Lam—f(x)]:2 dr =0, 


[apr arm... Lam—f(x)l:z" 1 dr =0, 


QC © © 


(4) 


| 
j 
? 
| [apr arm it... +am—f(x)] dx =0. 


1071. Trouver la meilleure approximation de la fonction y = 
=sin sur le segment 0 < x < 1 sous forme d’un polynôme du 


troisième degré. … | 

Solution. Pour trouver les coefficients de la fonction (x) = 
= agrt + ar? + a,z + a, on forme le système d'équations sui- 
van : 


: TT 
(az + ar? + at + az — Sin =) x° dx = 0, 


TT 


( aox° + aix? + dt + 43 — sin 5 ) <° dx =0, 
( ao2° + ax GT +43 —Sin =) x dr =0, 


2 


( aor° dr? + GT + 43 — Sin =) dx =(. 


Qt On Qt , Ot— — 
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En intégrant, on obtient 


A 
+ a+ + + mt me, 
TT 
[Tao+sutz tas 
D'où l'on trouve: a, — —0,40, a, = —0,42, a, = 1,85, a3 = 


— —0,05. Donc, 
op (x) = —0,472* — 0,427? + 1,85x — 0,05. 


Vérification. Pour z=+f(-) — 0,50, p(+)=0,51. 


1072. Trouver la meilleure approximation de la fonction f (x) = 
— ]n (4 + x), pour 0 < x < 1 sous forme d’un polynôme du second 
degré. 

Réponse. @ (x) = —0,2723x° + 0,5003x + 1,3424. 

1073. Trouver la meilleure approximation de la fonction f (x) — 
— = pour 0Ü<<x< 1 sous forme d’un polynôme du troisième 
degré. 

Réponse. œq (x) = 0,670x2* — 0,728x2 — 0,350x + 0,943. 


CHAPITRE X . 
PROGRAMMATION LINÉAIRE 
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$ 1. Inégalités linéaires et domaine de solutions d'un système 

d'inégalités linéaires 

Soit 

| Gti Ÿ 22 + b > 0 (1) 
une inégalité linéaire à deux variables z, et .. Si les grandeurs 7, et x, sont con- 
sidérées en tant que coordonnées des points du plan, alors l’ensemble des points 
du plan dont les coordonnées satisfont à l'inégalité (1) est appelé domaine de 
solutions de l'inégalité donnée. Le domaine de solutions de l'inégalité (1) est 
représenté par un demi-plan. 

Pour déterminer lequel des deux demi-plans correspond à l'inégalité (1), il 
suffit de mettre cette dernière sous la forme x, > kr, + L ou x, << kx + L. 
Dans le premier cas, le demi-plan cherché se situe au-dessus de la droite ax; + 
+ at + b = 0; dans le second, au-dessous de cette droite. Si a —= 0, l’iné- 
galité se ramène à la forme x, > h ou x, < h, ce qui signifie que le demi-plan 
se trouve à droite ou à gauche de la droite x, = h. 

Si l'on donne un système d'inégalités 


1171 + Gore + bi 20, 
a21T4 + 09970 + ba > 0, (2 


AmiTi + Am2Te + bm > 0, 


où m est un nombre fini, on obtient l'intersection d'un nombre fini de plans qui 
forme un domaine polygonal D. Ce domaine est appelé domaine de solutions du 
système d'inégalités (2). Il n’est pas obligatoire que le domaine D soit borné; 
il peut être non borné ou même vide. Ce cas-ci a lieu lorsque le système d'iné- 
galités (2) est contradictoire. Le système peut aussi contenir des inégalités su- 
perflues qui n'ont pas de points communs avec le domaine D. Ces inégalités 
peuvent être éliminées. 

Une propriété importante du domaine de solutions consiste dans le fait qu'il 
est convexe, c'est-à-dire qu'il comporte le segment entier qui relie deux de ses 
points. La droite qui contient au moins un point commun avec le domaine con- 
sidéré de façon que le domaine entier se situe d’un seul côté de cette droite est 
appelée droite d'appui par rapport à ce domaine. 

Une interprétation géométrique analogue peut être donnée à un système 
d'inégalités contenant trois variables: 


a1374 + ayoro + a13z3 + bi > 0, 
A24T1 + 22272 + 02373 + be > 0, (3) 
Am1T1 + Am2T2 + Am2T3 + bn > 0. 


Ici, chacune des inégalités est satisfaite dans l'un des demi-espaces définis par le 
plan correspondant. Le système d'inégalités (3) représente l'intersection de de- 
mi-espaces en définissant de cette façon le domaine polyédral de ses solutions. 
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1074. Trouver le demi-plan défini par l'inégalité 2x, + 3x, — 

12 < 0.. | | mn | 
Solution. En remplaçant le signe d’inégalité par le signe 

d'égalité, on obtient l'équation de la droite 2x, + 3x,.— 12 = 0, 


| op an ei 
OÙ Ts = —+ r, + 4 (fig. 62). Mettons l'inégalité donnée sous la 
forme x, =—<u+ 4.. Par conséquent, le demi-plan- cherché se 
situe au-dessous de Ia droite x, =— Sat 4. 


1075. Quel est le demi-plan défini par l'inégalité 2r, — 3x, > 0? 
Solution. En substituant au signe d’inégalité le signe d’éga- 
lité, on arrive à l'équation de la droite 2x, — 3x, = 0 (ou x, = 


Lph. 


Fig. 62 Fig. 63 


— +2) qui passe par l'origine des coordonnées. L'inégalité 27, — 
— 1, > 0 (ou zx: <<) montre que le demi-plan cherché se 
trouve au-dessous de la droite 2, — + x (fig. 63). 
1076. Trouver le domaine de solutions du système d'inégalités 
nm—1>0, m—-1>0, mu +z —-3820, 
—6x, — 7r, + 42 > 0. 


Solution. En remplaçant les signes d’inégalité par ceux 
d'égalité, on obtient les équations des quatre droites suivantes: 
m—1—=0,2—1—0,2 +z, — 3 —0 et 6x + 7z, — 42 = 0 
(fig. 64). Mettons les inégalités données sous la forme 


6 
n>1, 2>1, m>—1t+3, T3< — Fu +6. 


La hachure indique les demi-plans qui représentent les domaines 
de solutions des inégalités correspondantes. Le domaine de solutions 
du système est représenté par un quadrilatère convexe. | 

1077. Trouver le domaine de solutions du système d’inégalités 


æ >0, tr —2>0, H—t+i<0, nu <2. 
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Solution. Le remplacement des signes d'inégalité par des 
signes d'égalité aboutit aux équations des droites x, = 0, x, + 


T2 T? 
Z, 0 z, 


Fig. 64 Fig. 65 


+ Zo — 2 = 0,2, — x, + 1 = 0, x, = 2 représentées sur la figu- 
re 65. Mettons les inégalités sous la forme 


m2>0, > +2, m<L<Tn+iÂ, a <2. 


Le domaine de solutions du système donné est représenté par une 
figure convexe non bornée. 
1078. Trouver le domaine de solutions du système d’inégalités 


22, tte LS D —L+1<O0 


Solution. On construit les droites correspondantes. La 
figure 66 montre qu'il n’y a aucun point commun à tous les trois 


2 
0 T, 


Fig. 66 Fig. 67 


demi-plans, ce qui signifie que le domaine de solutions est vide et 
que le système donné est incompatible. 
1079. Trouver le domaine de solutions du système d'inégalités 


2T — Lo D —2, T—Tts > —2, a LA, 27, — x > 3. 
Solution. Ce système d’inégalités n’a pas de solutions. Au 
point de vue géométrique, cela veut dire qu’il n’y a pas de point 


dont les coordonnées vérifient en même temps les inégalités du pro- 
blème donné (fig. 67). 
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1080. Trouver le domaine de solutions du système d’inégalités: 
ci-dessous : 


(1) 341-220, 
(2) T—22<0, 
(3) 2x1 +x<06, 
(4) zx <2, 
(5) 3u—2>—4.) 
Solution. Les cinq inégalités du système sont vérifiées: 
par l’ensemble de points du plan contenus par le triangle AOB 


(fig. 68). Les inégalités (4) et (5) peuvent être éliminées, car l’iné- 
galité (5) définit une droite frontière qui n’a pas de points communs. 


Fig. 69 


avec le triangle AOB, alors que la droite définie par l'inégalité (4): 
n’a qu'un seul point commun avec le triangle susmentionné, étant 
donc une droite d'appui (cf. paragraphe 2). 

1081. Trouver le domaine de solutions du système d'inégalités. 


ta Z>0, 2x2>0, x; > 0, 
LT +To —1<L0, 3x + x — 3x3 > 0. 


Solution. En remplaçant les signes d’inégalité par des si- 
gnes d'égalité, on obtient les équations des plans représentés sur la. 
figure 69: x, = 0, x, — 0, z3 = 0, + — 1 = 0, 3x + 2 — 
— 3z3 — 0. Le domaine de solutions du système donné est constitué 
par le quadrièdre convexe ABOCD. 

1082. Où se situe le demi-plan dont les points ont des coordon- 
nées satisfaisant à l'inégalité x, — x, — 10 > 0? 

Réponse. Au-dessous de la droite x, — x, — 10 = CO. 

1083. Trouver le domaine de solutions du système d’inégalités-. 
Titre —-92>0, r — x — 5 >0, x, LT]. 

Réponse. C'est un triangle. 


410 ie : PROGRAMMATION LINÉAIRE (CH. X 


1084. Trouver le domaine de solutions du système d'inégalités 
T— 9% +9 >0, a +Im —3<0,2  L5. UT 
Réponse. Un domaine non borné. 
1085. Trouver le domaine de solutions du système d'inégalités 
2.20, 223, nu +aum O0. -:;. 
Réponse. Un domaine vide. | 
1086. Trouver le domaine. de solutions du système d'inégalités 
D—tTD+12>0, 2, +z —-72>0, rm —-2r2 +4>0. 
Réponse. Le domaine de solutions est représenté par un point 
unique (2; 3). a L 
= 1087. Trouver le domaine de solutions du système d’inégalités 


(1) > 0,) 
(2) AT — Lo Z 0, | 
(3) To < 6, 


(4) AT: + Lo < 40, 
(5) Ty — Lo :- 8 > 0. 


Réponse. Le domaine de solutions est formé par un trapèze; 
l'inégalité (5) peut être éliminée. 

1088. Trouver le domaine de solutions du système d'’inégalités 
D >0 x >1, tr, >0, a +r +z;s — 5 LU. 

Réponse. C'est une pyramide triangulaire. 

1089. Trouver le domaine de solutions du système d'inégalités 
Ti LA, 2Lo — La > 0, Lo + La LI, ta > 0, a > 0. 

Réponse. C'est un prisme triangulaire. 


$ 2. Problème fondamental de la programmation linéaire 


Le problème de la programmation linéaire consiste à étudier les méthodes 
de recherche de la valeur maximale ou minimale d’une fonction linéaire en pré- 
sence {de certaines contraintes linéaires. 

La fonction dont on cherche la valeur maximale ou minimale est appelée 
fonction objectif, tandis que l’ensemble de valeurs des variables qui maximisent 
ou minimisent cette fonction définit l’ainsi appelé plan (solution) optimal. Tout 
autre ensemble de valeurs vérifiant les contraintes imposées constitue un plan 
(solution) admissible. : 

Admettons que les contraintes soient données sous forme d'un système de m 
inégalités linéaires à n variables: 


Ait Gore +... + aintn > Lis, 
GoiTi + A2oTo + ... Fagntn > be, 


AmiTi + Am2t2 + +: + amntn > Om. 


Parmi les solutions non négatives de ce système on demande de trouver celle 
-qui maximise (minimise) la fonction linéaire (fonction objectif) 


L'= C7 + Cote +... + Cn£n + ©: 
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Dans ce qui suit on montrera la solution géométrique du problème donné, en 
se limitant à l’examen d’un système d'’iné alités linéaires à deux et)à trois va- 
riables. Soit en outre donnée une fonction linéaire L = c1x, + cexe + C0. Trou- 
ons dans l’ensemble de points (r,; x.) situés dans le domaine de solutions du 
système d'inégalités compatible ceux qui minimisent (maximisent) la fonction 
linéaire L = cyty + cote + 9. Pour chaque point du plan, la fonction L prend 
une valeur fixée L = L..L’ensemble de tous les points de ce genre forme la droi- 
4e cyÆ1 + Cote + Co = L1 perpendiculaire au vecteur € (c, ; c.) sortant dé l'ori- 
gine des coordonnées. En translatant notre droite dans le sens positif du vecteur 
€, on assiste à une augmentation de la fonction linéaire L = cz;  caxe + co, 
tandis que. la translation dans le sens inverse entraîne la diminution de cette 
fonction. Admettons maintenant qu'en déplaçant la droite L dans le sens positif 
‘du vecteur C, elle rencontre sur son chemin le premier des sommets du polygone 
de solutions; dans cette position Z; la droite Z devient une droite d'appui 
et sur cette droite la fonction ZL prend la valeur minimale. Si l’on continue à 
déplacer la droite L dans le même sens (sens positif), elle passera par un autre 
sommet du polygone de solutions en sortant du domaine de solutions et en de- 
venant la droite d'appui L, sur laquelle la fonction L atteint son maximum par 
rapport à toutes les valeurs de Z prises dans le polygone de solutions. 

De cette façon, la minimisation et la maximisation de la fonction linéaire 
L = cix + cors + ©) dans le polygone de solutions sont obtenues aux points 
d'intersection de ce polygone avec les droites d'appui L = c;x, + cote + C9 
normales au vecteur C (c,; c,). La droite d'appui peut rencontrer le polygone de 
solutions en un point unique (sommet du polygonc), ou bien en une infinité de 
points (côté du polygonc). 

D'une façon analogue, une fonction linéaire à trois variables L = cr, + 
+ Cote + Cats + © prend une valeur constante dans un plan perpendiculaire 
au vecteur C (1; c ; cs). Les valeurs minimum ct maximum de cette fonction 
dans le polyèdre de solutions sont obtenues aux points de rencontre de ce po- 
lyèdre avec les plans d'appui ROrpeRdIen Aires au vecteur C (c,:; ©; c3). Le plan 
d'appui peut rencontrer le polyèdre de solutions en un seul point (sommet du 
polvedre), ou en une infinite de points (arête ou face du polyèdre). 


1090. Maximiser la forme linéaire L — 2x, + 2x, sous les con- 
traintes 3x, — 2x7, > —6, 3x, + > 3, x <3. 

Solution. En remplaçant les signes d'inégalité par des si- 
gnes d'égalité exacte, on construit le domaine de solutions d’après 


Fig. 70 Fig. 71 


les équations des droites 3x, — 2x, + 6 — O0, 3x, + x, — 3 = 0, 
z, = 3 (fig. 70). Le domaine de solutions des inégalités est repré- 
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senté par le triangle MNP. Construisons maintenant le vecteur 
C (2; 2). Alors la droite d’appui, en sortant du triangle de solu- 


tions, passera par le point P (3:75 ] . Donc, au point P la fonction 


linéaire L = 2x, + 2x, est maximisée: Lnax = 2°3 + 2. —;:21. 

1091. Minimiser la fonction linéaire L = 12x, + 4x, compte 
tenu des contraintes x, + x > 2, x > DR, dt << 0. 

Solution. Substituons aux signes d’inégalité des signes 
d'égalité exacte et construisons le domaine de solutions limité 
par les droites x, + zs = 2, x, — To = 4, Li — To = 0. C'est 
le polygone de solutions MNPQ (fig. 71). Construisons D 


le vecteur C (12; 4). La droite d'appui passe par le point M (5 T : £ ) 
qui est le premier point en lequel la droite L, qui se déplace dans 
le sens positif du vecteur C, rencontre le polygone de solutions. En ce 


point, HRSUSE linéaire L = 12x, + 4x, est minimisée: Linin — 
= 12— ae 5 = 12. 


1092. la valeur maximale de la fonction L = x, + 
+ 3x, + 3x3, les contraintes imposées étant les suivantes: 2, + 
L tr3 LI, Hi —T > 0, 2x > 1, 3m + r L15. 

Solution. Construisons le domaine de solutions du système 
d’après les équations des plans x, -- x, — 3, x, — x, — 0, x, = 1, 


Fig. 72 Fig. 73 


ST, + ze — 15. Le domaine de solutions est constitué par le po- 
lyèdre MNPQRS (fig. 72). Construisons maintenant le vecteur 
C (1; 3; 3). Le plan d'appui passe par le point NV (4; 3; 0) par 
lequel il quitte le polyèdre de solutions en se déplaçant ‘dans le 
sens positif du vecteur C, ce qui signifie qu’en ce point la fonction 
linéaire L = x, + 3x, + 3x, prendra sa valeur maximale, donc 


Lmax = 4 + 3:3 + 3.0 = 13. 
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1093. Trouver la valeur maximale de la fonction L = 3x, — 
— 6x, + 2x, compte tenu des contraintes 3x, + 3x, + 273 < 6, 
TL + 4e + 873 K 8. 

Solution. Construisons le domaine de solutions du système 
d’inégalités linéaires d’après les plans 3x, + 3x, + 2x, = 6, x, + 
+ 4x, + 8ts = 8, 2x — 0, z, — 0, x; — 0. Ce domaine se pré- 
sente sous la forme du polyèdre MNOPR (fig. 73). Construisons le 
vecteur C (3; —6; 2). Si le plan d'appui se déplace dans le sens 
positif du vecteur C, il quitte le polyèdre de solutions par les points 
de l’arête MR, ce qui veut dire que la valeur maximale de la fonc- 
tion L — 3x, — 6x, + 2r, est atteinte sur l’ensemble de points 
du segment MR. Pour s’en convaincre, il suffit de porter les coor- 


données des points M (2; 0; O0) et R (S: 0; Z 
linéaire L — 3x, — 6x, + 2x, : 
L(M) =6, L(R) = 6. 


1094. Trouver la valeur maximale de la fonction L = x, + 3x: 
sous les contraintes suivantes: x, + 4x, > 4, rm +zx 6,2 < 2. 

Réponse. Lnax = 10 pour x, — 4, x, — 2. 

1095. Minimiser la fonction L = x, — x, sous les contraintes 
suivantes: 3<u +m<7, 12 LA, T < 4. 

Réponse. Linin — —4 pour x, — 0, Lo = 4. 

1096. Trouver la valeur maximale de la fonction L — JT, — 
— 4x, compte tenu des contraintes suivantes: x, — 2x, > 6, x, + 
+9 >0, 2 <6. 

Réponse. Lnax = 18 pour x, = 6, x, = 0. 

1097. Maximiser la fonction L = —zx, + 2x, sous les contraintes 
suivantes: z, — 87, 10, z, + x > 1, az — 52 > —5, 3x, + 
+ 10xr, < 30. 

Réponse. Lnax = 2 pour x, = 0, x, = 1. 

1098. Trouver la valeur maximale de la fonction L — 8T, — 2To 
sous les contraintes suivantes: 3x, + 4x. > 18, 3x, — x, > 3, 
Lo LO, 27, + Lo L'18, 4r, — x, L 24. 

Réponse. Lmax — 48 en chaque point du segment AB, où 
A (6; 0), B (7; 4). 


} dans la forme 


1099. Minimiser la forme linéaire L — —2x, — x, + 3x, sous 
les contraintes suivantes: x, + 2, > 2, 3x, + a, < 6, x, 3. 
Réponse. Lin = —4 pour x, = 2, xs — 0, x; = (0. 


1100. Trouver la valeur maximale de la fonction L = x, + 
+ 27, + 3x, sous les contraintes suivantes: x, + 2, < 3, tx, + 
+ Lo — Z3 LO, ns + Ir, — r, > 0, x, L3. 

Réponse. Linax = 33 pour x, = 0, x, — 3, x; — 9. 

1101. Maximiser la fonction L — 10zx, + x, sous les contraintes 
suivantes: 37, + 27, + z; L'6, 3x, — 3x + 23 LG, 23 KL 3. 

Réponse. Liiax = 20 pour x, = 2, x, = 0, x; = 0. 
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$ 3. Méthode du simplexe 


1. Notion de méthode du simplexe. La méthode géométrique illustre parti- 
culièrement bien la solution du problème fondamental de la programmation 
linéaire lorsqu'on a affaire à deux ou même à trois variables. Si le nombre de 
variables augmente, la méthode susmentionnée ne peut plus être appliquée et. 
l’on doit faire appel à des méthodes analytiques l’une desquelles est la méthode 
du simplexe. Lorsqu'on met en œuvre des méthodes de calcul, on donne d'’habi- 
tude le système de contraintes sous la forme d'un système d’équations linéaires 


Ai1Ti + Gore +... Hain?n = bi, 
Q21%4 + 22709 +... + Gontn = bo, (A) 
AmiT4 + AmoTe + +. + Amn?n = bm 


armi les solutions non négatives duquel il faut trouver celles qui maximisent, 
a fonction linéaire 


L= cr + Cote + ... + Cntn + ©- 
Exprimons x, ze, ..., x. (r  m)’en utilisant les autres variables 


Tia, rire À ee + ai ,tn +0;, 


Too r4-1%r+i +... +dontn + ds, 


(B) 
Tr = 1 r-- (Tr+1 + rE +4, Tn + b?, 


où bi > 0,b5> 0, ..., b,> 0. Si les contraintes sont exprimées par des iné- 
pou celles-ci peuvent être transformées en égalités en introduisant des varia- 

les nouvelles non négatives appelées variables d’éguilibrage. Ainsi, par exem- 
ple, il suffit d'ajouter au premier membre de l'inégalité ax, + axe + ... 
... + 4nzn < b une certaine grandeur,z,+1 > 0 pour obtenir l'égalité 


&1T] + doTo + . = + Znln + Tn+1 = b. 


Les contraintes peuvent aussi être données sous forme mixte, c'est-à-dire 
par des inégalités et par des équations. Dans ce cas, le procédé qui vient d'être 
cité nous permet d'obtenir exclusivement des équations. Les variables (incon- 
nues) T3, Ze, - . +, 2 Sont des variables de‘base, alors que la collection {x,,x2, . .. 
..., t} forme la base; les autres variables sont des variables Libres (secondai- 
res). Le système de contraintes (B) est appelé système réduit à une base unitaire. 
En substituant dans la forme linéaire L aux variables de base leurs expressions 
en fonction des variables libres tirées du système (B), on obtient 


L'= Yo + Yeaitrh + 2 + Yntne 


Maintenant, en égalant à zéro toutes les variables libres, on trouve les valeurs 
des variables de base: 


? ES ? = ’ 


De cette façon, la solution du système (b;, b3, ..., b;,0, . .., 0) sera admis- 
sible et sera appelée solution de base. Pour la solution de base obtenue, la valeur 
de la forme linéaire sera Lp = Y,. La solution du problème par la méthode du 
simplexe comporte plusieurs étapes (itérations) qui nous permettent de passer 
d'une base B à une autre B’ de façon que la valeur de Zp diminue ou, pour le 
moins, n’augmente pas, c'est-à-dire Lp’ < Lg. 

L'idée de la méthode du simplexe sera illustrée ci-après par des exemples 
numériques. 
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1102. Maximiser la forme linéaire L = —zx, + x; compte tenu 
des contraintes suivantes: x, + za — 2x5 = À, x, — 224, + 25 = 2, 
La + Ji + Ts = 3. 

Solution. Le système d'équations traduisant les contraintes 
données est compatible vu que les rangs de la matrice du système 


1 O O0 1 —2 
0 1 0 —2 { 
0 0 1 5) 1 


et de la matrice complète 


1 O O0 1 —2]1 
0 1 O0 —2 112 
0 O0 1 3 113 


coïncident et sont égaux à 3. Il s'ensuit que le système d'équations 
est compatible et que trois variables (de base) peuvent être exprimées 
linéairement par deux variables libres. Exprimons, par exemple, 
Lis Lo, La Par x et x, et réduisons le système à la base unitaire 


Ti=Â— 1,+ 275, 
Ta= 2-27, — Zs, (C) 


Ts —=I— Il — Ts. 


Exprimons la forme linéaire L = — x, + x; par les variables libres 
x, et x; (dans notre cas, L est déjà exprimée par z, et'x;). Maintenant, 
pour x, = 0, xs — 0, les variables de base prendront les valeurs 
suivantes: z — 1, x, = 2, x; — 3. De cette façon, la première 
solution admissible du système d'équations est x, — 1, x, = 2, 
La = 3, 2 = 0, x = 0 ou (1, 2, 3, O0, O0). Pour la solution admis- 
sible trouvée, la forme linéaire L est nulle, c’est-à-dire L, = 0. 

Essayons maintenant d'augmenter la valeur de Z, ; si x; augmente, 
L, diminue, car x, est précédé d’un coefficient négatif, alors que 
l'augmentation de zx; entraîne l'accroissement simultané de L,. 
Augmentons donc x; de façon que zx;,, x, zx; ne deviennent pas 
négatifs, tout en laissant x, — 0. La deuxième équation du système 
(C) montre que zx; peut être augmenté jusqu'à 2. Alors les valeurs des 
variables seront: x, = 5, x, — 0, xs — 1, 2 — 0, xs — 2, ou 
(5, 0, 1, O0, 2). 

Pour la solution admissible trouvée, la valeur de la forme li- 
néaire L augmentera et sera L, — 2. 

Ensuite, prenons en qualité de variables libres x, et xs, c’est-à- 
dire les variables qui dans la nouvelle solution trouvée sont nulles. 
Dans ce but, en partant de la deuxième équation du système (C), 
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exprimons Zs par x, et %, ce qui donne x; = 2 — x, + 2x,. Alors 


T4 = 9 — 222 + 3x, 


Za=œÂ1+ z—5x,, (D) 
Ts =2— T2 + 27, 
I, == 2 — Lo LL. 


Pour faire accroître la valeur de L, nous allons augmenter zx,. La 
deuxième équation du système (D) montre que si x, reste non néga- 


tif, la valeur de x, peut atteindre F- Sous cette condition, la nou- 
: ne 2 
velle solution admissible sera x, = =, L'=d, = _ - 
2 2 1 2 
Le = = , OU (Ÿ. 0, O, F : =) . Dans ce cas, la valeur de la forme 
linéaire sera L, — … Exprimons maintenant x,, x, x par les 
variables libres x, et x;: 
“4 CRE —— TI | 
L— 5 5 3 5 27 | 
1 1 1 
Tr Tr Ts TE Ta ' (E) 
2 | 
HSE 643 5 V2) ] 
si 4, à. 
RC: 


Etant donné que dans la dernière forme linéaire les deux variables 
libres ont des coefficients négatifs, la valeur maximale de Z sera 


atteinte pour x, = 0, x; — 0. Cela veut dire que la solution e , O0, 0, 


=: : _ est optimale et que Lax = _ : 

1103. Maximiser la forme linéaire L = x, + x; sous les con- 
traintes Z) — Zoe + ZT = À, Lo — 2x3 + Ti = 2. 

Solution. Le système d'équations traduisant les contraintes 
données est compatible étant donné que les rangs de la matrice du 
système d'équations et de la matrice complète coïncident et sont 
égaux à 2. On peut donc exprimer d’une façon linéaire deux variables 
de base par l’intermédiaire des deux autres variables libres. Prenons 
en tant que variables libres x, et x;. Alors 


T—1+z— ts, | 
Ty = 2— 22 + 273, 


L == Lo + La. 


$ 3] MÉTHODE DU SIMPLEXE 417 


Si x, — 0 et x; — 0, les variables de base x, = 1, x, = 2, et l'on 
aura la première solution admissible (1, 0, O0, 2) pour laquelle 
L, = 0. L'accroissement de L peut être obtenu en augmentant zx, 
jusqu'à 1. Ainsi, pour zx; — 1 et x, — 0, les variables de base seront 
z,) — 0, x, — 4. La nouvelle solution admissible sera (0, O, 1, 4) 
et L, — 1. Exprimons maintenant x, et x, par x, et x, : 


T3 —=1— 23 +2, 
Ty = 4 — 24 + Lo; 


L=1— 37, + 2%. 


L'augmentation de L peut avoir lieu en augmentant x,. Le dernier 
système d'équations montre que l'augmentation de x, n'est pas 
limitée, donc ZL prendra des valeurs positives de plus en plus grandes, 
c'est-à-dire Liyax — +00. 

Ainsi donc, la forme linéaire L n'est pas limitée supérieurement, 
ce qui veut dire qu'il n’y a pas de solution optimale. 

1104. On donne le système de contraintes 


LT rem = 9, ak 22;:—1 


et la forme linéaire L = 5x, — x;. Trouver la solution optimale 
qui minimise notre forme linéaire. 

Solution. Ce problème pourrait être ramené à la recherche 
du maximum de la fonction Z, — —L, c’est-à-dire L, = —5zx, + za, 
mais cela n’est pas indispensable. Un raisonnement analogue à celui 
de l'exemple précédent permet d'éviter la maximisation. Le: système 
d'équations donné est compatible, car les rangs de la matrice du 
système et de la matrice complète sont égaux entre eux et égaux à 2. 
On peut donc écrire le système d'équations comme suit : 


ZT, =2— 27330, è 
Zs= 121; | 
L = 10 — 113 + 157,. 


Ici, les variables de base sont zx, et x,, alors que les variables 
libres sont x, et x,. Pour z; — O0 et x, — 0, la première solution de 
base sera x, = 2,x, = 1,z3 = 0,zx, = 0,ou (2, 1, O, Ojet Z, — 10. 
La diminution de la forme Z est entraînée par l’augmentation de z;, 
car le coefficient de x, dans la forme L est négatif, mais cette aug- 
mentation ne doit pas dépasser 1, la valeur de zx, restant nulle. Si 
l'on pose zx; — 1, alors x, = 0, x, — 1,x3 — 1, x, — 0 ou (0, 1, 1, 0) 
qui représente la deuxième solution de base pour laquelle ZL, — —1. 
27—079 
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Exprimons x, et x; par les nouvelles variables libres x, et x, : 

Lo == 1 —2x;, | 

T3 = 1 — rntin, | 

L — —1+5n ie 
Maintenant, la diminution de la valeur de la forme Z dépend de 
l'augmentation de x, jusqu'à x, — _ (dans ce cas, x, est non néga- 


tif), tandis que x, — 0. On obtient ainsi une nouvelle solution 
admissible x, — 0, x, = 0, x; — , dy, = + ou (0, 0, J 3) 


4 , 

7 : | ’ ; 
pour laquelle Z — ne Exprimons zx, et x, par les variables libres 
Ti Et Lo: 

7 1 3 ] 

T7 — y li T7 TL: 

' 
1 1 

HD De | 

= ed Li, eee 
aa 4 1 2 Î 4 LS 


Etant donné que la forme L ne peut plus être diminuée à cause des 


coefficients positifs de zx, et x,, la solution admissible (0, 0, L +) 


du problème sera la solution optimale. La valeur minimale de Z 
sera L — re 


1105. Maximiser la forme linéaire L — 2x, — x, sous les con- 
traintes : 


Li + Lo + 073 — 20, | 
T +272), 


— Ti — I + Ls KB. 


Solution. Etant donné que le système de contraintes contient 
une équation et deux inégalités, on transformera ces dernières en 
équations en introduisant dans le premier membre de la deuxième 
contrainte une nouvelle variable non négative x, à coefficient négatif 
et dans le premier membre de la troisième contrainte une nouvelle 
variable x;, le coefficient de cette dernière étant positif. On arrive 
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ainsi au système d’équations suivant : 
Ti+ T2 +023 — 20, 
Lo + 27, — Li 9, 
—Ti— dit Ta+ Leo. 


Réduisons le système ainsi obtenu à une base unitaire en choisissant 


en tant que variables de base z,, z,, x; (vu que le rang de la matrice 
du système est égal à 3): 


D = 19 +27 —Zs, Lo = 9 — 27, + rs, Z3 = 28 — x. (*) 


La forme linéaire deviendra alors ZL — 30 + 3x, — 2x. Pour 
x, = 0, x; — 0, xs = 0, les variables de base seront x, = 15,2, = 5, 
Zs — 28, ce qui représente la première solution admissible (15, 9, 
28, 0, 0, 0) pour laquelle Z, — 30. Pour faire accroître la valeur 
de L, il faut augmenter x,, car le coefficient de cette variable dans 
la fonction Z est positif. De la deuxième contrainte du système (+) 


e e # *« Lé 5 
on voit que la valeur maximale donnée à x, ne peut pas dépasser —, 
:) ; 
donc pour x, — T's X5 = 0, zj = 0, les valeurs des autres variables 


seront: z, — 20, x, = 0, x; — 28; on obtient ainsi la deuxième 
solution admissible (20, 0, 28, z, 0, 0) et la fonction linéaire Z 
prendra la forme L — Pix, — - 5, Ce qui donne pour la deu- 


xième solution admissible L, — Ê x 
Maintenant, vu que les coefficients des variables de Z sont néga- 


tifs, on ne peut plus augmenter la valeur de cette fonction. Par consé- 
quent, Lmax = 97:90: 


1106. On dispose de 100 kg de métal qui sert à la fabrication de 
deux types d'articles : n° 1 et n° 2. La fabrication d’un article n° 1 
et d’un article n° 2 prend respectivement 2 et 4 kg de métal. Elaborer 
le plan de production assurant le revenu maximum si les prix de 
vente des articles n° 1 et n° 2 sont respectivement fixés à 3 et 2 rou- 
bles et sous condition qu'il ne faut pas fabriquer plus de 40 articles 
n° { ni plus de 20 articles n° 2. 

Solution. Supposons que l’on fabrique zx, articles n° 1 


et x, articles n° 2. Alors les contraintes imposées aux variables x, 
et x, seront: 


CS 


ri, 40, 
T2 20, 
2x1 + 4xo = 100. 
La fonction objectif sera de la forme L — 3x, + 2r,. En introduisant 
les nouvelles variables x, et ä,, on aboutit à un système de contraintes 


24® 
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mises sous forme d'équations: 


Ti+ T3 40, 
Ta+ Zi, = 20, 
Zi + 272 — 90. 


Le rang de la matrice de ce système 


1 0 1 0 
0 1 O 1 
1 2 O O0 


est égal à 3. Prenons comme variables de base x,, x., x; et passons 
à la base unitaire : 


Zi = 10 + 2x,, 
Lo — 20 — Li, 
T's — 30 — 2x4. 


La première solution admissible est obtenue pour x, = 0, x, = 10, 
Ze — 20, x — 30. Ces valeurs des variables donnent L = 70. La 
troisième équation montre qu'en augmentant la valeur de x, jus- 
qu’à 15, on arrive à faire croître la fonction objectif. Alors pour 
z, = 19, x, — 40, x, — 5, x; — 0, on a L — 130. La deuxième 
solution admissible sera (40, 5, 0, 15) 


407, m=5+as m=15—52, L—130—97 


Le coefficient de x, figurant dans la fonction objectif est négatif, 
ce qui fait que l'augmentation ultérieure de ZL soit impossible. Par 
conséquent, la solution optimale est obtenue pour x, = 40, x, — 


= 5: Lnax — 130. 


2. Tableaux du simplexe. Réduisons le système de contraintes à la base uni- 
taire 


Tite + rattrat + ee Haintn = Di. 


Tree + Gr, ruilrt eee arnTn = br, 
et la forme linéaire ZL à la forme 


L'+ Yeti + eee HV + ee TH Yntn © Vo: (**) 
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Mises sous forme de tableau, ces données peuvent s’écrire comme suit : 


Varia-| Termes 
bles con- 
de base| stants 


T1 bi 


L'égalité (**) sera appelée expression réduite (aux variables libres) de la fonc- 
tion L, les coefficients y; étant les estimations (indices) des variables libres cor- 
respondantes zx}. | 

1) On choisit la colonne résolvante a, à partir de la condition: l'estimation 
Yp < 0 et au moins un élément a;, > 0. 

2) On choisit la q-ième ligne résolvante en partant de la condition 


bq 


: b; 
— min {=} pour ain > 0. 
“qp ip 


3) On recalcule les éléments de la g-ième ligne résolvante d’après la formule 


; aq 


ak (RO Ts h): 


a 


aqp 


4) On calcule les éléments de toutes les autres lignes (pour k -- p) à l’aide 
de la formule 


dip — djh — Gqh'aip (i = 0, 1, ...,q—1,qg+1,  . r). 


Il faut en permanence se guider par le théorème fondamental (théorème clé) de 
la méthode du simplexe qui est formulé ci-dessous sans être démontré. 

Théorème. Si, après l'achèvement d’une itération: 

1) on troure ne fût-ce qu'une seule estimation négative et si chaque colonne con- 
tenant une pareille estimation comporte ne füt-ce qu'un seul élément positif, c'est-à- 
dire ÿr > 0 pour certains k, et a;, > O pour les mêmes k et pour un certain i, 
alors la solution peut être améliorée en effectuant l'itération suivante; 

2) on trouve ne fût-ce qu'une seule estimation négative dont la colonne ne com- 
porte pas d'éléments positifs, c'est-à-dire 


Yn O0, } 
dih <T 0, 
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pour un certain k et pour tous les i, alors la fonction L n'est pas bornée dans le 
domaine des solutions admissibles (Lmax —* ©); 


3) toutes les estimations sont non négatives, c'est-à-dire y, > 0 pour tous lesk, 
alors la solution optimale est obtenue. 


1107. Trouver la valeur maximale de la fonction linéaire L = 


—= 712, + 9x, sur l’ensemble de solutions non négatives du système 
d'équations 


2x; + ILo + La — 19, 


27: L Lo À- Ti — 13, 


Lo + Zs — 15, 
JL + Ls:= 18. 
Solution. Le rang de la matrice du système d'équations donné 
2 3 1 0 0 0O 
2 14 O 1 0 O 
0 3 0 0 1 0 
3 0 0 0 0 1 


est égal à 4. La matrice complète est aussi de rang 4. Par conséquent, 


quatre variables (de base) peuvent être exprimées par deux variables 
Libres, c'est-à-dire 


La — 19 — 2x1 _—. IL, 
Li = 13— 27; — Lo, 
De 


LG — 18 — AT1. 


Tableau 1 


Varia- 
Termes 
Len constants \1 | 
T3 | 49 | 2 | 
JT, | 13 | 2 | 
| | 
T5 15 | | 
| | 
TG | 18 | 3 | 
ne: | 0 | 7 | 
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Un remarquera que la forme linéaire L = 7x, + 5x, (ou L — 7x, — 
— DZ: = 0) est déjà exprimée par les mêmes variables libres. On 
remplit le tableau de départ (tableau 1). 

Voyons si la dernière ligne contient des estimations négatives. 
On y en trouve deux : —7 et —5. On prend, par exemple, l'estimation 
—9 et, en examinant la colonne zx,, on constate qu’elle contient 


trois éléments positifs : 3, 1, 3. Divisons par ces nombres les termes 

19 13 15 ’ : ro 
constants correspondants : aug Le moindre des quotients ainsi 
obtenus est 2. Cela signifie que l'élément 3, qui se trouve à l’inter- 


section de la ligne x; et de la colonne x,, est l'élément résolvant. 
Encadrons la ligne et la colonne susmentionnées. La nouvelle base 
sera constituée par Ts, Zi, Lo, &. Pour composer le tableau suivant, 


il y a lieu de multiplier par _ la ligne encadrée du tableau 1, afin 


d'obtenir 1 à la place de l'élément résolvant, et substituons à l’an- 
cienne la nouvelle ligne ainsi formée. Ajoutons à chacune des lignes 
restantes la ligne nouvellement obtenue multipliée par un nombre tel 
que les cases de la colonne x, contiennent toutes des zéros et écrivons 
à la place des anciennes lignes les lignes transformées de cette façon. 
Ainsi prend fin la Ière itération. 

Tableau 2 


Varia- 
bles 
de base 


Termes 
constants 


Les raisonnements qui viennent d’être exposés sont répétés en 
les appliquant cette fois-ci au tableau 2, ce qui constitue la IT° ité- 
ration. Le nouvel élément résolvant se trouve à l'intersection de la 
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Tableau 3 


bles 


de base constants 


2 1 (ù 
| 


mt 
(ERE 
HE 
EE 
DE 


Tableau 4 


Varia 
Ds T S 
bee Stan Le X1 | x2 | X3 | X4 | V5 | X6 
{ 3 
3 3 
T5 6 (Q 0 mr: CI 1 (Q) 
| { 
To 3 (0 | 1 pi = pi 0 0 


a 
=] 
ve 
lues 
| 5 
| 
H|:s 
© 
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ligne x, et de la colonne x, et est égal à 2. On remplit le tableau sui- 
vant. 

On répète la même chose pour le tableau 3 dans lequel l’élément 
résolvant + se trouve à l’intersection de la ligne x, et de la colonne z;. 


On passe au tableau 4. Etant donné que la dernière ligne de ce ta- 
bleau ne contient pas d’estimations négatives, le plan optimal (5, 3, O.. 
0, 6, 3) est obtenu et la valeur maximale de la forme linéaire L. 
sera Linax — 50. 

Trouver les solutions optimales non négatives qui minimisent: 
la forme linéaire : 


1108. 
Lt — ZX -È La T- 1, | 
Ti +972 +, =: 3, 
L = xi— x3. 
Réponse. (0, 1, 3,0); L— —3. 
1109. . 
T=2+2%Z3— 2%, 
Lo = 1 + T3 — 2T4, 
T5 —=0— Ts+ Ti, 
L = xi + Xe. 
Réponse. (5. 0, O, — T): L=i. 
1110. 
2Xi + Lo— Ta— Ti = 2, | 
LTa— Li = 1, 
L — 273— Lo. 
Réponse. (0, 3, 1,0), L — —1. 
1111. 
Ti + x, d- 6x6 ==, 
Ji Lo—4t3 + 2re =: 2, | 
Zi 2ts + Ts + 276 — 6, 


L'=ti— Lo + ts + +Ts— T6. 


Réponse. (0,5, +, 0, 0, +); D 


1112. 
‘Ati-+3ILo+ ZX oi 


4Lo + 9x; + 12x, = 900, ! 
L = 127; +52 + 373. 
Réponse. L— 340. 
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Trouver les solutions optimales non négatives qui maximisent 
Ja forme linéaire : 


1113. 
T! L ro + Dr: —. 20, 
TL + 27,29, 
Ti +Zo— TI32>0, 


L= 22 +x. 
Réponse. L — oo. 
1114. 
ri— 27 + 31,> — 1, | 


27, — To — L3X — À, 


Réponse. (0, e +): L=——. 


1115. La capacité d’un atelier de montage assure la production 
‘en 24 h de 120 articles de type À et de 360 articles de type B. En 
24 h, le service de contrôle technique ne peut contrôler que 200 arti- 
cles indifféremment de leur type. Les articles de type À sont quatre 
fois plus chers que ceux de type B. On demande de planifier la 
production de façon que le revenu de l’entreprise soit maximum. 

Réponse. (80, 120); Liiax — 440. 

1116. Le dépôt d'une entreprise ne peut délivrer que 80 kg 
de métal pour la production d'articles n° À et n° 2. La production 
d'un seul article n° 1 nécessite 2 kg de métal, alors qu’un article 
n° 2 n'en prend que 1 kg. On demande de planifier la production 
de façon à assurer à l’entreprise le revenu maximal si le nombre 
d'articles n° 1 et n° 2 produits ne doit pas dépasser respectivement 
30 et 40 pcs, leurs prix étant respectivement de 5 et 3 roubles. 

Réponse. (20, 40); Linax — 220. 

1117. Pour faire engraisser les animaux, on utilise deux types 
de mangeailles n° 1 et n° 2 dont les prix sont respectivement de 9 
et 2 kopecks. Chaque kilo de mangeaille n° 1 contient 5 unités de 
substance nutritive À, 2,5 unités de substance nutritive B et 1 unité 
de substance nutritive C, pour la mangeaille n° 2 ces données étant 
respectivement égales à 3, 3 et 1,3. Quelle quantité de mangeaille 
de chaque type doit-on consommer chaque jour de façon que les 
frais soient minimaux si l’on sait que la ration doit inclure au moins 
225 unités de substance nutritive À, au moins 150 unités de sub- 
stance nutritive B et au moins 80 unités de substance nutritive C? 

Réponse. 15 kg de mangeaille n° 1 et 50 kg de mangeaille n° 2. 


3. Notion de solution dégénérée. Lors de l’étude de la méthode du simplexe, 
on supposait que b; > 0 (voir page 414) aussi bien dans le système de départ que 
«dans les systèmes obtenus à la suite de chaque itération. Si dans certaines équa- 
tions les termes constants b;, = 0, alors dans la solution de base correspondant à 
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ce système les variables de base, par rapport auxquelles les équations données 
sont résolues, deviennent nulles. La solution de base qui comporte ne füt-ce 
u’une seule variable de base nulle est appelée solution dégénérée et l’on appelle 
également problème dégénéré le problème de programmation linéaire qui admet 
ne fût-ce qu'une seule solution dégénérée. En effectuant, dans ce cas, les itéra- 
tions successives, on peut retrouver le même jeu de variables de base et de va- 
riables libres, ce qui traduit le bouclage du schéma de calcul. Ci-dessous on trou- 
vera la règle qui permet de lever le bouclage (les bases théoriques sur lesquelles 
repose cette règle ne sont pas données, car elle constitue un problème à part appe- 
lé problème de dégénération). 
Règle. Si à une certaine étape de calcul on rencontre une indétermination 
dans le choix de la ligne résolvante, c'est-à-dire si l'on se trouve en présence de plu- 


b. 
sieurs rapports minimaur —— , il faut choisir la ligne pour laquelle le rapport des 


[2 
éléments de la colonne suivante aux éléments correspondants de la colonne résol- 
vante sera minimal. Si, dans ce cas aussi, les rapports minimaux sont à nouveau 
égaux, on forme les rapports des éléments de la colonne suivante et ainsi de suite 
jusqu'à la détermination univoque de la ligne résolvante. 


1118. Maximiser la forme linéaire L — 4x; + 2x, sous les con- 
traintes: 2, + xs + xs —= 12, Ze + 525 — 28 = 30, 23 + x 
— 226 = 6, 2x, + 3x, — 27e = 18, x, > 0,2, > 0, x; > 0, xa > 0, 
TL; > 0, Le > (. 

Solution. Le système de départ a comme solution admissible 
(12, 30, 6, 9, 0, O0) et L — 0. Ci-après sont données les itérations suc- 
cessives de la méthode du simplexe : 


Tableau de départ 


X; aig/@ip 
T1 
1 
To RE 
T3 —2 
2 
Ty ne: 
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I°"€ itération 


T1 | 6 —1 2 
2 0 1 | —5 0 | ——+ 
| | | | | 
. | 0 | | | 3 | 2 | | 4 di | 2% 
z 
| | | | | | 
L 4 4 | 


La Ifre itération aboutit à un système résolu par rapport aux 
variables de base zx,, z,, Z4, Ts qui a comme solution admissible 
(6, 0, 0, 0, 6, 0) pour laquelle L,; — 24. La IIC et la III® itération 
ne changent pas la solution admissible ni la valeur de la forme li- 
néaire (L, — L; — 24)et ce n’est que-la IV® itération qui donne la 
solution optimale (0, 0, 9, 7/2, 7,5) pour laquelle L,,5x — 38. 
Dans le cas étudié, il n’y a pas de bouclage, quoique trois itérations 


IIC itération 
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IIIC itération 


É 12 12 
3 É 
T3 9 TT | 
_ Û 
5 
TG s) G 
ll 


successives ne marquent aucun progrès ne faisant que changer les 


variables de base et les variables libres. Dans le tableau de départ, 
. n 2 b b 
on remarque trois rapports minimaux égaux entre eux : L = — = 
25 35 
b, 


= as — 6. Alors, pour éviter un bouclage éventuel, on fait appel 


à la ‘règle énoncée plus haut et l’on forme les rapports suivants : 
26 1 436 a46 2 


es , — ES mn —— —— 


dos 5 aus 3 
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: a e L 
Le moindre de ces rapports est _ — —2. Par conséquent, la troi- 
35 


sième ligne doit être considérée en tant que ligne résolvante et ainsi 
de suite (voir les tableaux). 
1119. Maximiser la forme linéaire L — 2x, + 4x, sous les con- 


traintes suivantes: —2x, + x, + z3 = 6, —zx, + Lx, Éd = 9, 


ZX, + 9Ze + Ts = 30, —x, + 2 + z = 12,2, Z 0,2, > 0,2 > 
> 0,2,20,x 20, x > 0. 
Réponse. (95, 7, 9, 7/2, O, 0); Limax = 98. 


$ 4. Problèmes duaux 


A chaque problème de programmation linéaire on peut mettre en correspon- 
dance un autre problème lié d’une façon bien déterminée au premier et appelé 
problème dual. 

Ainsi, lorsque le problème initial ou primal (problème 1) de programmation 
linéaire consistecàèminimiserune fonction linéaire L = cit; + cote + ... 

+ Cntn Sous les contraintes suivantes données sous forme d’inégalités 


aiiTi + Qoto +... + aintn > bi, 


AmiTi + Ameto +... + Amn?n > bm 


et à condition que zx (k = 1, 2, ..., n) ne soit pas négatif, à ce problème on 
peut lier un autre (problème 1”) appelé problème dual par rapport au problème 
primal (I) et qui consiste àmaximiser une fonction linéaire T = b,y, + 
+ Doyo + +... + bmYm Sous les contraintes 


ayiÿa + aoyyo +... + amiÿm < Ci 
AjoY4 + Gooÿo +... + AmoYm < Cas 
ainti + Oonÿo +... + AmnUm < Cn 


y; ZzO0(i= 1, 2, ..., m) devant être non négatif. 
On remarque que la matrice constituée par les cocfficients des variables du 
problème primal I 


dy1 12 --. Ain 


di ot --- Ami 


Gin don --- Amn 


sont obtenues l’une de l’autre par une simple transposition. Les deuxièmes mem- 
bres des inégalités formant le système de contraintes de l’un de ces problèmes 
sont constitués par les coefficients de la fonction linéaire prise de l’autre pro- 
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blème. Le sens des inégalités du système de contraintes du problème I (minimisa- 
tion) est « > » tandis que dans le système de contraintes du problème I’ 
(maximisation) toutes les inégalités sont de sens « << ». Il faut dire que la 
notion de dualité est réciproque, ce qui signifie que si l’on met le problème 1” 
sous une forme analcgue au problème 1, alors le problème primal I sera un pro- 
blème dual par rapport au problème 1’. C'est pourquoi les problèmes I ct I’ 
sont appelés problèmes biduaux ou biconjugués. On montre que Lmin = Tmax- 
On montre également que la condition nécessaire et suffisante pour que la solu- 
tion de n'importe quel couple de problèmes duaux soit optimale consiste dans 


l'égalité L (x) = T (y), où z et y sont les solutions admissibles des problèmes 1 
et I’. 


1120. Le problème primal (I) est formulé comme suit: trouver 
les valeurs non négatives (xr,, x.) sous conditions 


T1 + 2%2>4, | 


Li— Lo > —1 


et de façon que la fonction linéaire L = 3x, + 2x, soit minimisée. 
Le problème dual ([”): trouver les valeurs non négatives (y,, y.) 
sous les conditions 


Yi +y< 3, | 
2yi —yr2< 2 


et de façon que la fonction linéaire T — 4y, — y, soit maximisée. 
Solution. Donnons la solution géométrique de ces problèmes. 
Construisons le système de contraintes des problèmes I et I’. Au 


Fig. 74 
à 2 5 : 2e À sn 
point P É +} la fonction linéaire L présente son minimum, 
; + Le 2 5 1 , ; , 
c'est-à-dire Lin =3++2e=, alors qu’au point P (=: +) 


c'est la fonction linéaire T qui a son maximum, c’est-à-dire T,,,, — 
D 4 16 , 
1121. Le problème primal (I) est formulé comme suit: trouver 


les valeurs non négatives (x;, x.) qui minimisent la fonction li- 
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néaire L = 3x, + 2x, sous les contraintes 


1x, + 2% > 14, | 
4x, 57 > 920. 


Formuler le problème dual et le résoudre. 
Réponse. L ne + T); = (: 7) 
; min Q ? 9 * 9 , max 9 ? 27° 27 l° 
1122. Le problème primal (1) est formulé comme suit : trouver 
Jes valeurs non négatives (x,, x.) qui maximisent la fonction linéaire 


L = 5x, + 4x, sous les contraintes 


br 30€ 24, | 
JT + to L 24. 


Formuler et résoudre le problème dual. 
> 216 24 24 216 8 1 
Réponse. Lmax =: (+. +) ; Tin = + ; (+. —) 
1123. Le problème primal (1) se formule comme suit : trouver les 
valeurs non négatives (x,, x.) qui minimisent la fonction linéaire 


L = 3x, + 3x, sous les contraintes 


-— 


5x — 4x > — 2, | 
Ti + 2% > 6. 


Formuler:et résoudre le problème dual. 


; 18 10 161, 78 97 
Réponse. Lin = + ; (+. 7): max T7): 


$ 9. Problème de transport 


Un problème typique de programmation linéaire est constitué par l’ainsi appe- 
16 problème de transport qui se pose lorsqu'il faut planifier l'organisation la Clis 
rationnelle des transports des charges. Dans certains cas, il s'agit d'élaborer un 
plan tel que le coût de transport soit minimal, tandis que dans d'autres cas on 
s'intéresse à une livraison aussi rapide que possible. Le premier problème est dit 
problème de transport à minimum de frais, le deuxième, problème de transport à 
minimum de temps. 

Le premier problème représente un cas particulier du problème de program- 
mation linéaire et peut être résolu par la méthode du simplexe, mais d’une façon 
plus simple grâce à certaines particularités qu’il présente. 

Supposons qu’en p points d'expédition il y ait respectivement a;, @, . .. 
..., ap unités de charge homogène qu'il faut livrer à g utilisateurs chacun d'eux 
devant recevoir respectivement b;, b:, . . ., bg unités. On connaît les fraiscix 
qu'il faut engager pour transporter une charge unitaire du i-ième point d'expédi- 
tion au k-ième utilisateur. Désignons par x}, > 0 (i — 1, 2, ..., p; k — 
= 1,2, ..., q) le nombre d'unités de hate transportées à partir du i-ième 
dépôt au k-ième utilisateur. Alors les variables x;, doivent satisfaire aux con- 
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traintes suivantes: 


q 
1) D'zn=a (i=1,2,...,p); 
h=1 


P 
2) D'zin=br (k=1,2,...,q); 
i=1 


3) zir Z 0. 


Les frais de transport totaux font L = cy1zyy + CyoTye + + + + + Cpqïng- Par 
conséquent, on demande de trouver pq variables x;, vérifiant les conditions 
imposées et minimisant la fonction objectif L. 

La résolution d’un problème de ce type comporte deux étapes: 

4) détermination de la solution de base initiale: 

2) a des itérations successives dans le but d'arriver à la solution 
optimale. | 
: 1. Détermination de la solution de base initiale. Supposons que l’on possède 
le tableau des données initiales du problème. La solution de base initiale sera 
construite d’après l’ainsi appelée règle du « coin Nord-West ». 


Dh 
b; bs e ee bz ee + e 
a; 
C11 C12 | Ci 
ai san 
T11 T2 Tik ; 
Coi | Coo Coh 
üs 
To1 Too Tok 


28—079 
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Remplissons le tableau en question en partant du coin situé en haut à gau- 
che, le déplacement étant dirigé soit à droite suivant la ligne, soit vers le bas 
suivant la colonne. Portons dans la case (1, 1) le moindre des nombres a, et b,, 
c'est-à-dire 

T11 — min {at bi}. 
Si a > b1, alors x,, = b, et la première colonne est « fermée », ce qui signifie 
que la demande du premier utilisateur est complètement satisfaite. On continue 
à se déplacer suivant la première ligne en écrivant dans la case voisine (1, 2) 
le moindre des nombres a; — b, et b,, c’est-à-dire 


Tia = MIN {ay — by, ba}. 


Mais si b, > &, la première ligne « se ferme » d’une façon analogue et l’on rem- 
plit la case voisine (2, 1) où l'on porte 


Lot — min {@o, b: — a } 


Le processus qui vient d'être exposé doit être continué jusqu’au moment où. à 
une certaine étape, on arrive à l'épuisement des ressources a, et à la satisfaction 
de la demande b4. 


1124. En deux points d'expédition À et B sont stockées respec- 
tivement 150 et 90 t de combustible. Les utilisateurs n° 1, 2 et 3 
ont besoin respectivement de 60, 70 et 110 t. Les coûts de transport 
d’une tonne de combustible du point À aux consommateurs n°1, 2 
et 3 sont respectivement de 6, 10 et 4 roubles, alors que pour le com- 
bustible expédié du point B ces coûts sont de 12, 2 et 8 roubles. 
Elaborer le plan optimal de transport. du combustible de façon que 
les frais engagés soient minimaux. 

Solution. Portons les données initiales dans le tableau, 
en commençant par la case (1, 1): zx,, — min {150, 60} = 60, 
et la première colonne est fermée. On passe à la case (1, 2): xs — 
— min {150 — 60, 70} — 70, et la deuxième colonne se ferme. 
Pour la case (1, 3), on a: x, — min {150 — 60 — 70, 110} — 20. 


Tableau 1 


n° { n° 2 n° 3 
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Etant donné que dans la troisième colonne on a un reste égal à 90, 
on passe à la case (2, 3) dans laquelle on porte x,, — min {90, 90} — 
— 90. Vu que les restes suivant la ligne et la colonne sont nuls, la 
solution de base de départ est obtenue. Les frais correspondant à ce 
plan sont 


L — 6-60 + 10:70 + 4-20 + 8-90 = 1860 roubles. 


La règle du « coin Nord-West » ne tient pas compte de l’impor- 
tance des frais c;, et, de ce fait, il n’est pas rare que la solution de 
base de départ n'ait rien à voir avec la solution optimale. On utilise 
également la méthode de «l'élément minimal» qui prend en consi- 
dération la valeur de c;,. Dans ce cas, l’élaboration de la solution de 
base de départ est commencée à partir de la case qui contient l’élé- 
ment c;, minimal. Pour l'exemple considéré, c'est la case (2, 2) 
OÙ Coo — 2. On porte dans cette case 7,9 — min {@, b,} = 
— min {90, 70} — 70 (voir tableau 2). 


Tableau 2 


Les restes suivant la ligne et la colonne sont portés dans les cases 
correspondantes de la ligne et de la colonne des restes. La colonne 
b, est fermée. On passe maintenant à la case (1, 3) vu que c,, — 4 
suit immédiatement en ordre de grandeur après c,, — 2. On porte 
dans la case (1, 3) zx,, = min {a, — b,, b,} — min {150 — 60, 
110} — 90. Ensuite, on passe à la case (1, 1): x,, — min {a,, b,} — 
— min {150, 60} — 60. Finalement, on remplit la case (2, 3)- 
LZo3 = Min {as — b,, b3} — min {90 — 70, 110} — 20. 

Cette méthode nous fournit une autre solution de base de départ 


L — 6-60 + 4.90 + 2.70 + 8.20 — 1020 roubles. 


287 
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On voit que, dans ce cas-ci, les frais de transport sont moindres, 
ce qui signifie que l’on s’est approché du plan optimal. 


2. Construction des itérations successives. Ayant obtenu la solution de base 
de départ, on commence à élaborer de nouvelles solutions de base, l’une meilleu- 
re que l’autre, en appliquant la méthode des potentiels. 

Après avoir élaboré la solution de base de départ, on a toutes les variables 
groupées en deux catégories: variables de base z,, et variables libres (secondai- 
res) z,q4- En utilisant les variables libres, on peut exprimer les fonctions li- 
néaires donnant les coûts de transport de la façon suivante 


| L= À Ypqïpat Yo (e) 
P, q 
Pour trouver les coefficients Ypa des variables libres, à chaque point d'expé- 


dition À, on met en correspondance une certaine grandeur u, (i = 1,2, ..., m) 
que l’on appellera potentiel du point 4;. D'une façon analogue, à chaque utili- 
sateur B ; on met en correspondance une certaine grandeur v; qui sera le poten- 
tiel de cet utilisateur. 

“Relions ces grandeurs par la relation 


Up À VI = Chls 

eù c, représente le coût de transport d'une tonne de charge livrée du point 44 
à l'utilisateur B,. On montre que l'ensemble des équations u}, + vw; = cp: for- 
mées pour toutes les variables de base constitue un système compatible d équa- 
tions linéaires; en donnant arbitrairement la valeur de l’une des variables, 
les valeurs des variables restantes seront trouvées d’une façon univoque à par- 
tir de notre système. Pour les variables libres, désignons la somme des potentiels 
correspondants par €, c'est-à-dire u, + vq = c’,, et appelons-la coût indirect 
pour le distinguer du coût donné c,,. Alors les coefficients des variables libres 
dans l'égalité (+) seront 


Ypq = Cpq — Cpa* 
Si toutes les grandeurs y,4 sont non négatives, la solution de départ sera opti- 


male. Mais si parmi ces grandeurs il y en a qui sont négatives, on passe à la 
basesuivante en augmentant le membre à coefficient négatif et en laissant les 
autres variables égales à zéro. 


Mettons en œuvre les notions qui viennent d’être exposées pour 
continuer la résolution du problème 1124. A l’aide de la méthode 
de « l'élément minimal » on a obtenu la solution de base de départ 
suivante : 

T1 — 60, Lio — 0, T13— 90, Lo: — 0, Too — 70, 
Log = 20, L = 1020. 
Pour trouver les potentiels, il faut résoudre le système 
Ui + UV = Cu = 6, 
Ui + Us = Cy3 = 4, 
Uo + Vo — Cp == 2, 
Ho —< U3 — Co3 = 8. 
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Donnons arbitrairement la valeur de l’une des inconnues, par 
exemple, u, — 1. Alors on a vw, = 5, v, = —3, v3 = 3, u, = 9. On 
calcule ensuite les coûts indirects ca: 

Cie = Un + Va = —2, 
Calculons maintenant les différences Y»9 = Cpqg — Ca: 
Vie = Cie — Cia = 10 — (—2) = 12, 
Yo = Co — Cu = 12 — 10 = 2. 


Il s'ensuit que l'expression de Z en fonction des variables libres 


prend la forme 
L = 1020 + 12x,, + 2x. 


On voit que les coefficients des variables dans le deuxième membre 
sont tous positifs, donc, la solution de base de départ est optimale. 

De cette façon, la méthode de « l’élément minimal » donne direc- 
tement la solution optimale. 

Résolvons maintenant le même problème dans le cas où la solu- 
tion de départ est obtenue à l’aide de la règle du « coin Nord-West », 
c'est-à-dire lorsque zx, = 60, x, = 70, zi13 = 20, 23 = 90, L = 
— 1860. 

Pour trouver les potentiels, il faut résoudre le système 

W+uw=cu—= 6, 
LU + Vo = Cy2 = 10, 
Uy Us —=Cy3— 4, 
Ur + V3 = C3 = 8. 
En posant u, = 1, on obtient v, = 5, v, = 9, v, = 3, u, = 5. 
On calcule les coûts indirects c,q: 
Ca = Us LV = 14, 
Calculons maintenant les différences pq = Cpg — Cnq: 
Ya = Cu — Cy — 12 — 10 — 2, 
Exprimé par les variables libres, L prend la forme 


On voit que dans le deuxième membre le coefficient de la variable x. 
est négatif et, par conséquent, on peut tâcher de diminuer ZL en 
augmentant x, et en conservant la valeur nulle de x.,. Posons z,, = 
— À. Etant donné que les sommes des valeurs des inconnues prises 
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suivant les lignes et les colonnes doivent rester inchangées, il y a 
lieu d'effectuer le calcul de bilan suivant : 


L'addition de À à x., est compensée par la soustraction de la même 
quantité de x,,, cette dernière opération étant compensée à son tour 
par l’addition de À à x,, et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on retourne 
à Zoo. En parcourant les cases suivant la ligne brisée en pointillé 
en un sommet de laquelle on trouve la variable libre z.,, tandis que 
les autres sommets sont occupés par des variables de base (il n’est 
pas obligatoire que toutes celles-ci y figurent), on obtient l’ainsi 
appelé cycle de recalcul (la ligne brisée est appelée cycle) correspondant 
à la case libre x... Le tableau montre que la valeur de À peut être 
portée à 70, sans que les variables deviennent négatives. On obtient 
alors la deuxième solution de base : 


c'est-a-dire "AE — 60, Lio — 0, L13 — 90, Lo] — 0, Loo — 70, Lo3 — 
— 20. 

Pour cette solution, la valeur de la fonction ZL est L — 1860 — 
— 12.70 — 1020. La solution obtenue est donc optimale si l’on 
prend en considération la solution précédente. 


Ainsi, la méthode des potentiels est réalisée comme suit. 

1. On trouve les potentiels u, et v, de tous les points d'expédition 4, et de 
tous les consommateurs B1. 

2. On choisit une variable libre pour laquelle la somme des potentiels est 
strictement supérieure au coût correspondant, ce qui correspond à l'élément à 
coefficient négatif de la variable libre dans le deuxième membre de la fonction Z. 

3. Pour la variable choisie au point 2, on trouve le cycle de recalcul corres- 
pondant et l’on effectue le déplacement qui s'impose suivant ce cycle. Ce dépla- 
cement aboutit à une nouvelle solution admissible. 

4. Les opérations exposées aux points 4 à 3 sont répétées jusqu'à l'obtention 
de la base optimale, c’est-à-dire de la non-négativité des coefficients des varia- 
bles libres dans le deuxième membre de la fonction linéaire L. 


1125. Dans chacun de deux dépôts À et B sont entreposées 90 t 
de combustible. Le transport d’une tonne de combustible du dépôt À 
aux points n% 1, 2, 3 coûte respectivement 1, 3, 5 roubles, alors 
que la même opération effectuée à partir du dépôt B nécessite 2, 5 
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et 4 roubles. En chaque point de consommation il faut livrer la 
même quantité de combustible. Elaborer le plan de transport de 
combustible de façon que les frais engagés soient minimaux. 

Réponse. Lin = 910, Zyy = 30, Zys = 60, x, = 30, zs3 = 60. 

1126. Trois stations ferrovières À, B et C ont en réserve respec- 
tivement 60, 80 et 100 wagons. Elaborer le plan optimal de conduite 
de ces wagons à quatre points de chargement de céréales si le point 
n° 1 a besoin de 40 unités, le point n° 2, de 60 unités, le point n° 3, 
de 80 unités et le point n° 4, de 60 unités. Le coût de la conduite d’un 
wagon de la station À aux quatre points susmentionnés constitue res- 
pectivement 1, 2, 3 et 4 roubles; de la station B, 4, 3, 2 et 0 rou- 
bles; de la station C, 0, 2, 2 et 1 rouble. 

Réponse. Linin — 280 roubles. Pour le plan optimal: zx, — 
—= Los = L5a = 00, T4 = 20, Z,, —= 40. 

1127. Une usine dispose de trois ateliers À, B, C et de quatre 
dépôts n° 1, 2, 3, 4. L'atelier À produit 30 000 pièces d’un certain 
article, l'atelier B en produit 40 000 pièces, tandis que l'atelier C 
n’en produit que 20 000 pièces. Pour le même laps de temps, le débit 
des dépôts n° 1, 2, 3, 4 est respectivement de 20 000, 30 000, 
30 000, 10 000 pièces. Le coût de transport de mille pièces de l’ate- 
lier À aux dépôts n% 1, 2, 3, 4 fait respectivement 2, 3, 2, 4 
roubles ; de l'atelier B, 3, 2, 5, 1 roubles; de l'atelier C, 4, 3, 2, 
6 roubles. Elaborer un plan de transport tel que le coût de transport 
de 90 000 pièces soit minimal. 

Réponse. Linin — 395. roubles. Pour le plan optimal: x,, = 25, 
Lis = Tgo = 20, To = Loy = 9, Les = 99 

1128. Dans trois dépôts À, B, C sont stockées respectivement 
10, 15, 25 t de céréales qui doivent être transportées en quatre points: 
9 t au point n° 1, 10 t au point n° 2, 20 t au point n° 3, 15 t au point 
n° 4. Le coût de transport d'une tonne de céréales du dépôt À aux 
points n°% 4, 2. 3, 4 constitue respectivement 8, 3, 5, 2 roubles; 
du point B, 4, 1, 6, 7 roubles; du point C, 1, 9, 4, 3 roubles. 
Elaborer le plan de transport optimal assurant les frais minimaux. 

Réponse. Lmin — 140 roubles. Pour le plan optimal: x, == 10, 
Toz = Ty = Ty = 9, Lys = 19. 
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